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Abstract : We propose a lower bound estimate in Dobrowolski's style 
of the canonical height on a certain family of Drinfeld modules of charac- 
teristic 0, including under some hypothesis on their degree and their base 
field, the complex multiplication case, extending so a previous resuit of L. 
Denis on Carlitz modules. Our study is focused on the highest possible le- 
vel of précision of the parameters involved with rapport to the main values 
characterizing the Drinfeld module (height, base field degree and rank) and 
it provides an estimate in function of both separable and inséparable degree 
of the algebraic points. 
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1 Introduction 

On se propose d'étudier une version du Problème de Lehmer dans le 
cas des modules de Drinfeld dont l'anneau des endomorphismes respecte 
les propriétés de bon relèvement RV(r) et RV(r)* (en gros, qu'il y a assez 
de polynômes irréductibles et unitaires à réduction supersingulière, dans le 
cas RV(r) quelque soit leur degré, dans le cas plus faible RV(r)* seulement 
pour une valeur assez grande de ce degré, voir les définitions 3 et 4 pour 
les énoncés précis) dans la situation qu'on va décrire. On notera A := ¥q[T] 
l'anneau des polynômes à une variable sur le corps fini à q éléments, sa ca- 
ractéristique étant le nombre premier p. On notera par ailleurs k son corps 
de fractions. 

Toute étude à caractère diophantien développée sur un module de Drin- 
feld, ainsi que sur un T— module, repose sur d'importants parallèles avec le 
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cas des corps de nombres : respectivement, sur une courbe elliptique et une 
variété abélienne. Evidemment, l'anneau A et son corps de fractions k sont 
les analogues, respectivement, de l'anneau des entiers Z et de son corps de 
fractions Q. De la même manière on définit l'analogue koc de K, qui est la 
complétion archimédienne de Q, comme la complétion de k par rapport à 
la valeur absolue |.|i/r correspondant à la place à l'infini. On fixe alors une 
clôture algébrique de k contenant toute extension finie de k que nous al- 
lons considérer, qu'on appelera k, ainsi qu'une clôture algébrique koo de koo, 
respectant la même condition par rapport à ce dernier. Comme la clôture 
algébrique d'un corps complet ne reste pas forcément complète l'analogue 
de C ne sera donc pas k^^,, mais sa complétion C :— (/Coo)oo- 

Définition 1. Soit : 

t:C^C 

l'automorphisme de Frobenius sur C et k{T} l'anneau des endomorphismes 
de C correspondant aux polynômes additifs à coefficients dans k. Un module 
de Drinfeld de rang d, où d & N \ {0}, défini sur k, est la donnée d'un 
couple : 

où D est le groupe additif Ga(C) et $ est l'homomorphisme injectif de 
¥g—algèbres le suivant : 

^ : k{T}, 

ayant pour expression : 

d 
i=0 

OÙ : 

ao{T) et ad{T) ^ 0. 

On définit k{ai,...,ad) le corps des coefficients ou corps de 

définition de D. 

On appelle point de torsion du module de Drinfeld D = (Gq, $) tout 
point X & k tel qu'il existe un élément a & A \ {0} tel que : 

$(a)(a;) = 0. 

On appelle d'ailleurs : 

$[a]; 
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le Fq— espace vectoriel des points de a— torsion via l'action de $. On notera 
dorénavant : 

aeA\{0} 

l'ensemble des points pas de torsion du module de Drinfeld D = (Gq, $). 

Définition 2. Le module de Carlitz est un cas particulier de module de 
Drinfeld, de rang 1. Plus précisément, l'expression définissant ce dernier 
est : 

$(r) = T + T. 

La Conjecture de Lehmer dans le cas des modules de Drinfeld (voir 
|Denj ) est le problème que nous nous proposons d'attaquer dans ce travail. 
Elle prend naissance à partir de la Conjecture de Lehmer originelle, liée 
à l'étude du groupe multiplicatif Gm(Q) (voir le deuxième paragraphe). Il 
s'agit d'une minoration de la hauteur canonique (voir l'introduction ou le 
deuxième paragraphe pour la définition) des points algébriques x sur un 
module de Drinfeld quelconque en fonction de la dimension de x sur /c, sous 
la forme suivante : 

Conjecture 1. // existe une constante c > effective, ne dépendant que du 
module de Drinfeld D = (G^, $), telle que, tout point x G B>{k)jqT de degré 
D sur k respecte l'inégalité suivante : 

hv,{x) > — . 

On verra plus loin que si on ne considère que les points x G D(fc)7VT 
ayant un degré D inférieur à une constante M donnée explicitement, cet 
énoncé est, dans ce cas spécifique, une conséquence directe du Théorème de 
Northcott, qu'on énoncera plus loin dans le texte et permet d'obtenir une 
constante effective meilleure que celle qui apparaît dans notre résultat final. 
Il suffira donc d'établir une minoration de la hauteur pour D > M et nous 
obtiendrons une minoration de la hauteur canonique qui ne diffère de celle 
de la conjecture que par une puissance de log^ D dans le cas séparable et 
par une de D dans le cas général, pour une classe de modules étendue. 

Voici un rappel des notations fondamentales pour les fonctions logarith- 
miques utilisées : 

log(.) := logg(.); 

fonction logarithme toujours en base q sauf précision ultérieure ; 

log+(.) := max{log(.), 1}; 
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loglog+(.) := max{loglog(.), 1}- 

Par convention on indiquera dorénavant le degré en T de tout polynôme 
a e A = Fg[T] par le symbole degr(a). 

On va noter : 

S{A) := {l e A, unitaires et irréductibles}. 

Nous posons aussi, étant donné N eN \ {0} : 

PNik) := {leSiA),degTil)^N}. 

On dira, d'ailleurs, que / G S{A) respecte la propriété RV par rapport 
à $ si : 

1. Pour toute place w divisant vi (place associée à / sur k) dans l'exten- 
sion k{<è)/k, les coefficients ai de $ sont tels que w{ai) > et : 

^{1){X) = X'i"'''^''' mod H; 

dans l'anneau des polynômes Aw/ {w)[X], en appellant Aw l'anneau 
des entiers dans ; 

2. l a degré d'inertie 1 dans l'extension k{^)/k (nous disons dans ce cas 
que l n'est pas inerte dans cette extension). 

Définition 3. Soit r e]0, 1] un nombre réel et ci une constante positive 
fixée. Un module de Drinfeld Bi — (Ga, est dit RV(r,ci), ou, à bon 
r -relèvement de son anneau des endomorphismes si pour tout nombre na- 
turel N >0 : 

rN 

\{lePN{k),l est RV}\>Ci^. 

Définition 4. Un module de Drinfeld D = (Ga, $) est dit RV(r, Ci)*, avec 
r e]0, 1] et Cl > une constante fixée, s'il existe un nombre N{^) e N \ 
{0} tel que, pour tout N > N{^) (on adoptera parfois aussi la notation 
plus pratique N » pour indiquer les N assez grands en fonction des 
paramètres donnés) : 

rN 

\{lePN{k),l est RV}\>ci^. 

Définition 5. Soit r e]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D = 
(Ga, est dit RV(r) s'il est RV(r, l/2r). 
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Définition 6. Soit r g]0, 1] un nombre réel. Un module de Drinfeld D = 
{Ga, $) est dit RV(r)* s'il est RV(r, l/2r)*. 

Le choix du terme Ci = l/2r dans la propriété RV(r) est fait pour fixer les 
idées, au vu de la dépendance finale en r dans la minoration qu'on obtient 
de la hauteur elle est peu significative. On pourra bien sûr remarquer que 
si RV(r, Cl) est satisfaite pour un module de Drinfeld alors RV(r', c'i) l'est 
aussi pour tout r' < r et c[ < ci. 

La Proposition 4 nous donnera la possibilité d'une existence effective, au 
moins en théorie, des modules de Drinfeld de type RV(1, 1/2), ainsi Ci = 1/2 
est le choix maximal possible de ci quand r = 1. 

Un tout premier exemple de module de Drinfeld de type RV(1) est donné 
par le module de Carlitz. On peut en effet montrer (voir |Hayes| , Proposi- 
tion 2.4) que tout / G S{A) est à réduction supersinguhère par rapport au 
module de Carlitz. En particulier, le module de Carlitz est de type RV(1) 
et satisfera donc nos Théorèmes. 

Un résultat connu pour les modules de Drinfeld de rang 2, voir |Davj . montre 
aussi comment, en moyenne, de tels modules (supposés à coefficients dans 
k) satisfont l'analogue de la Conjecture de Lang- Trotter dans le cas des 
modules de Drinfeld, nous donnant ainsi l'existence effective d'un nombre 
considérable d'exemples, en rang 2, satisfaisants la condition RV(r, Cq)*, avec 
r = l/(i=l/2etCg>0 une constante ne dépendant que de q. On souligne 
néanmoins comment cette Conjecture dans son analogue aux modules de 
Drinfeld s'est révélée fausse (tout en restant ouverte dans le cas classique 
des courbes elliptiques), pour toute valeur possible du rang, grâce au travail 
de B. Poonen, jP]. 

Les méthodes contenues dans l'Appendice montrerons aussi comment la 
classe des modules de Drinfeld de type CM (ou, à multiplication complexe) 
à coefficients dans k et qui ont rang d premier ou 1 est contenue dans une qui 
ne diffère de RV(1, l/2d)* que sur le fait qu'on ne prend que des premiers de 
S{A) de degré congru à 1 modulo rj, oii rj est une certaine constante qu'on 
définira plus tard, ne dépendant que du module de Drinfeld $ choisi. 

Ce que nous proposons dans ce travail, étant donné un module de Drin- 
feld D = {Ga, $) de type RV(r) et, plus généralement, de type RV(r)*, est 
une minoration de la hauteur canonique de tout point x G B>{k)NT dont le 
degré algébrique sur k est D et le degré purement inséparable est Dp i , sous 
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la forme suivante : 

(loglogD)^ 

les constantes positives C, k,, fi et \ explicitées en fonction des trois gran- 
deurs arithmétiques du module de Drinfeld D = (G^, $) : la dimension c($) 
du corps engendré par les coefficients du module de Drinfeld sur k 

(dont on indique A[^] son anneau des entiers algébriques sur k), la hau- 
teur du module de Drinfeld $ (c'est la hauteur naïve du polynôme 
$(T) qu'on rappellera, voir définition 7), et le rang d. On appellera aussi 
«($) = a := c($)/i($). Ceci se résume dans les théorèmes généraux, qui 
suivent. On notera les dimensions des corps concernés : 

D = [k{x) : k]; 

c($) := [k{^) : k]; 
D' := [k{^,x) : k{^)]. 
Nous appelions également : 

Dp.i. '■— [k{x) : k]p,i/, 

le degré inséparable de x sur k. On a alors deux résultats en fonction de la 
séparabilité de x sur k. 



Cas séparable : 

Théorème 1. Soit D = (G^, $) un module de Drinfeld de type RV(r) ou 
RV(r)* , r compris dans l'intervalle < r < 1, de rang d, de hauteur h{^). 
On pose : 

co := 6500dh{^fc{^)Y+'''^''^''^''l 



Soit : 



fi^ ._ r„-5d(2(d+l)fe(*)+l)((g'î+''+i-l)c($))2 /i($)c($) 



, l+M^($)c($). 



Pour tout X e D(/c)iVT séparable de degré D sur k : 

(loglog+L')2+^M*)c{*) 



$ de type RV{r) hn{x) > Cq 



D(log, 
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$ de type RVirY ^ Q 30 < C < Cq, hix) > ^ ^+ ^ . 

Cas général : 

Théorème 2. S'ozi D = (G^, $) ■un module de Drinfeld respectant les mêmes 
hypothèses que dans le Théorème 1. On appelle : 

Soit : 



Co := nim{g-5'^(2{d+i)M*)+i)((.'+'^+^-i)c(#))^ Mî)^(î) }. 

38Arq\ " 



Poîir towt X G ©(A;)^?^ (ie (iegre D sur k avec degré de k—inséparabilité 

(loglog+D)^ 



DpA. > 1 



h{x) > C- 



ou 



/i:=2 + ^/i($)c($); 

K := 1 + — /i($)c($); 
r 

A := 1 + — /i($)c($); 
r 



et 



C = Co sous l'hypothèse RV{r)\ 
30 < C < Co sous i 'hypothèse RV{r)*. 

La majoration Dp.j. < D nous donne alors le résultat suivant : 

Corollaire 1. Sous les mêmes hypothèses et définitions du Théorème 2 on 
a la minoration suivante : 

h(x) > c Ji^il^M±J^ 



1. Voir la Remarque 3 pour une explicitation effective de C en fonction du nombre 
inconnu iV($) G N\{0}, dépendant du choix de $, à partir duquel la valeur des degrés 
des premiers à réduction supersingulière de $ garantit que ces premiers sont en quantité 
suffisante. 



7 



Nous remarquons que de telles minorations sont valables, grâce à la 
notation log^_(.) et loglog_,_(.) introduite auparavant, pour toute valeur de 
DeN\{0}. 

Il est clair que la condition RV(r)* est impliquée par la RV(r) quelque 
soit r g]0,1]. Nous nous contenterons cependant d'examiner le cas RV(r) 
dans la plupart des calculs, la méthode étant presque la même dans le cas 
RV(r)*, quitte à modifier un point important (voir Lemme 4 et Remarque 
3) à la fin de cette démarche. 

Remarque 1. Soient Di = ($i,Ga) et D2 = ($2)Ga) deux modules de 
Drinfeld définis respectivement sur les corps de coefficients et /c($2); 

ayant des hauteurs canoniques respectives /im ho^. Soit J-' := fc($i)fc(<î>2) 
le compositum des deux corps des coefficients. Dire que Di et D2 sont iso- 
morphes (voir ÏGoss^ . Proposition 4-7- 1, page 79) c'est affirmer l'existence 
d'un élément u non nul dans C tel que (en identifiant u avec l'homothétie 
de rapport u ) : 

MO$i(T) = $2(T) OM. 

Di et D2 sont alors nécessairement de même rang d et u appartient à une 
extension S de de degré < q'^ — 1. On a donc (voir Wenf . Corollaire 2, 
page 217) que : 

hn-^{x) = hn^iux); 

pour tout x G k. Minorer ho-^{x) revient donc à minorer hji,.^{ux). Si on 
applique les Théorèmes précédents au module D2, au point ux et donc à 
son degré : 

[k{ux) : k] < [k{x) :k][£ : J^][J^ : k] < [k{x) : k]{q'^ - l)c(<î>i)c(<î>2); 

on obtient une minoration de /ibi (x) similaire à celle des Théorèmes précédents. 

Par conséquent si un module de Drinfeld est isomorphe à un module 
vérifiant une de nos condition RV(r) ou RV(r)* , on a également pour celui 
-ci une minoration de sa hauteur canonique du même ordre de grandeur. 
C'est en particulier le cas pour les modules de rang 1 qui sont tous iso- 
morphes au module de Carlitz. 

Nous allons prouver d'abord le Théorème 1 au cour du paragraphe 3.1. On 
montrera ensuite, dans le paragraphe 3.2, le Théorème 2, dont le Théorème 
1 est conséquence directe. 
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2 Résultats préliminaires 

Dans cette partie on trouvera les résultats de base nécessaires au bon 
déroulement de la preuve. Il s'agit essentiellement de théorèmes bien connus 
et dont la plupartie sont démontrés par L. Denis dans |Denj . 

De façon analogue à l'existence des fonctions abéliennes dont l'image définit 
une variété abélienne, dans le cas des modules de Drinfeld il existe aussi une 
fonction exponentielle, entière sur C, 



dont le noyau est un A— réseau A de rang d dans C. Cette fonction est 
compatible avec la structure de module de Drinfeld de D = (Ga, $) de la 
façon suivante : 



Observons que la non-compacité de D par rapport à la topologie 1/T— adique 
empêche que ce A satisfasse un analogue du '"Principe des tiroirs'", qui est 
en revanche une propriété des variétés abéliennesE]. 

Soit F^{k) l'espace projectif de dimension n défini sur k. La hauteur 
logarithmique ou hauteur de Weil de tout point P = [Pq : ... : _P„] G P"'(A;) 
est la fonction h définie de la manière suivante : 



oii w indique une extension à k{P) de la place v sur k, qu'on associe à un 
premier / G A\{0} ou au point oo G P^(A;) comme il suit : si / est un élément 
/ G fc, on a : 

v{x) := degj.{l)vi{x) Wx G k; 
si au contraire cette v représente le point oo de F^{k), on a : 



On rappelle également qu'étant donné x G fc, pour toute place normalisée 
w sur k{x)/k dont la restriction à k est la place v, on définit : 



e : C ^ D 



e{az) = ^{a){e{z)) , pour tout a G A. 




v{x) := Voc,{x) : 



degrp{x) Wx G k. 




2. Voir après la Conjecture 4 
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où ky et k{x)u) sont, respectivement, les complétés de k par rapport h v et 
de k{x) par rapport à w. On remarquera également que : 

où et fw sont, respectivement, l'indice de ramification et le degré d'iner- 
tie de w\v. . 

On remarque que, par définition même d'un espace projectif, un point 

— — n+l 

P G ^n{k) est en effet une classe d'équivalence dans k par rapport à 
la relation suivante : 

(Po, -, Pu) ~ {Pô, -, Pn) ^ 3A e r/(P; P^) = (APo, -, APJ. 

L'expression Fn{K), avec K souscorps de k, n'est donc pas bien définie. 
On dit alors que P est un point rationnel dans Pn(A') (ou, de 
façon équivalente, P G P„(ir)), si et seulement si toutes les composantes du 
représentant de P ayant sa première composante Pq — 1, sont dans K. 



La hauteur logarithmique d'un point x = {xi,...,Xn) dans l'espace affine 
k algébrique de degré D sur k, est définie en plongeant k dans ¥^{k) de 
façon que x corresponde à la classe d'équivalence [1 : Xi : ... : Xn\. On aura, 
donc : ^ 

h{x) := — y" max {0, -w{xi)}. 

U ' i=l,...,n 

w sur k{x) 

La définition de hauteur logarithmique, ou hauteur de Weil d'un point 
a; G /c, de degré D sur k est, alors, obtenue en voyant x en tant que classe 
d'équivalence [1 : G P^(/c) : 

h{x) :— — nu,max{0, —w{x)}. 

w sur k{x)/k 

Nous donnons ici les propriétés principales de la hauteur logarithmique sur 
k , quelque soit n G N\{0}, dont on servira dans le passages fondamentaux 
à venir. 

Proposition 1. 1. Soient a, (3 G . Alors : 

h{â + p) <h{â) + h(p). (1) 

2. Soient et, P & . Soit ci(5 & k^ le produit terme à terme de et et (5. 
Alors : 

h{âp) <h{â) + h(p). (2) 
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3. Soient a, (3 gV^ . Soit (a, (3) G k^^ le vecteur à 2n composantes obtenu 
en prolongeant a avec les cordonnées de (3. Alors : 

h{â + ^) <h{â,^). (3) 

Il s'agit de propriétés impliquées de façon assez directe par les définitions. 

En parallèle à la notion de hauteur d'un point algébrique dans un espace 
projectif, nous définissons ci-dessous la hauteur d'un polynôme, en voyant 
la bijection naturelle existant entre l'espace de polynômes à une variable de 
degré au plus D à coefficients dans l'extension finie i^' de et les points de 

Définition 7. Soit P{X) = bç, + biX + ... + b^X^ un polynôme de degré 
D (donc, tel que bo ^ 0) à une variable à coefficients dans k. La hauteur 
de P{X) est : 

h{P{X)) := h{[l : 6o : ••• : M)- 

La hauteur du module de Drinfeld $ (dont les coefficients sont 
toujours bç), bd G A;($) comme dans la Définition 1), qu'on indiquera avec 
la notation /;,($) est définie comme il suit : 

K^) '■= -7^ n^, max {0, 

C(<î>) ^ î=0,...,d 
w sur k{^)/k 



Nous remarquons que 



En effet, on a que : 



> 1. 



w sur k{^)/k ' ' w sur k{^)/k 

= ^ E E^-^^^^0'-^(^)>= E max{0,-i;(T)} = /i([l:T]) = 

V sur k w\v V sur k 

La hauteur de Néron- Tate, ou hauteur canonique sur un module de 
Drinfeld D = (G^, $) de rang d est la forme polynomiale de degré d dans 
la décomposition de Néron- Tate de la hauteur logarithmique. Une telle 
décomposition existe en effet même dans le cas des modules de Drinfeld, 
n'incluant qu'une partie polynomiale à degré d et une partie bornée. L'ex- 
pression explicite de cette hauteur canonique, définie dans le travail de L. 
Denis [Denj . est : 

ho{x) = lim . 

n— )-oo g""- 



11 



Nous indiquerons dorénavant plus simplement avec la notation h la hauteur 
canonique liée à un module de Drinfeld assigné, là oii il y en a qu'un seul 
et on n'a pas donc de risque d'ambiguité. 

En sachant que l'ensemble des points de torsion d'un module de Drinfeld 
est, comme dans le cas également des variétés abéliennes, le lieu des zéros de 
la hauteur canonique sur ce module, il est donc naturel de se demander s'il 
existe une borne inférieure pas nulle (fonction du degré de x) de la hauteur 
canonique de x point pas de torsion. 

Ce problème n'est qu'une version très particulière du plus ancien Problème 
de Lehmer. Cette dernière est liée à une situation assez différente, oii le 
domaine d'étude est celui des corps de nombres. Précisément, on définit 
sur le groupe multiplicatif Gm(Q) un analogue de la hauteur de Weil ab- 
solue, qu'on appelle également h, dont les zéros sont les racines de l'unité 
(correspondants aux points de torsion), et on pose (voir |Lehj . page 476) la 
conjecture suivante : 

Conjecture 2. // existe une constante c > telle que si P est un point 
algébrique de degré D sur Q qui n'est pas racine de l'unité : 



La meilleure minoration de h (vis à vis de la dépendance en D) actuel- 
lement connue a été obtenue par E. Dobrowolski |Dob] : 

Théorème 3. // existe une constante c > telle que pour tout x G Gm(Q), 
de degré D sur Q qui n'est pas une racine de l'unité : 



d'une structure de variété algébrique sur lequel le Problème de Lehmer a 
un sens, c'est de la même manière naturel de se poser la question analogue 
dans le cas des courbes elliptiques. La Conjecture de Lehmer Elliptique 
prend alors (voir |AMj ) la forme suivante : 

Conjecture 3. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres 
K. Il existe une constante c = c{E/K) ne dépendant que du choix de E, 
telle que, si P est un point pas de torsion de E : 



h{P)> 



c 



D 




Comme le groupe multiplicatif est un exemple de groupe abélien doté 



h{P) > 



c{E/K) 



[K{P) : K] ■ 
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Beaucoup de méthodes ont été développés pour parvenir à des bonnes 
minorations de la hauteur canonique dans le cadre des variétés abéliennes, 
comme on montrera dans le tableau qui suit. Un nombre important d'entre 
elles se basent cependant sur la compacité des variétés abéliennes en tant 
qu'espaces topologiques, le "Principe des Tiroirs" donnant une condition 
très puissante qui s'applique aux pré-images des points de la variété par les 
fonctions abéliennes, modulo le réseau. Grâce à cette condition, qui mal- 
heureusement n'est pas respectée par les T— modules, on observe, en gros, 
qu'on ne peut pas avoir trop de points de torsion modulo le réseau dans la 
"boîte" formée par les périodes de ce dernier et on parvient à l'estimation 
finale par contradiction (voir, par exemple, |Masj ) . C'est fondamentalement 
l'absence de cette condition qui pose les problèmes principaux avec les mo- 
dules de Drinfeld (et, plus généralement, avec les T— modules), nous forçant 
à imposer la condition RV(r). 

Le tableau qui suit résume l'histoire des trois principales minorations connues 
en fonctions des hypothèses qu'on ajoute éventuellement à la courbe el- 
liptique E, parmi lequelles figure celle de la multiplication complexe, 
qu'on examinera plus attentivement dans l'Appendice, et qui peut très fa- 
cilement être formulée même pour un module de Drinfeld. En particulier, 
il s'agit d'une condition beaucoup plus puissante que l'hypothèse RV (voir 
la Définition 5), qui en est d'ailleurs conséquence sous certaines hypothèses 
(voir Appendice) . 



h{p)> 


RESTRICTION 


REFERENCE 


c (logLogU\3 
log _D 


CM 


M. Laurent (1983) [LauJ 


c 

D»(log_D)2 


aucune 


D. Masser (1989) [MasJ 


c 

D2(logZ))2 


j{E) i TL 


M. Hindry-J. Silverman (1990) jHS] 



Etant donné un module de Drinfeld, la Conjecture de Lehmer se refor- 
mule de façon similaire à celle elliptique dans ce cadre (voir Conjecture 2). 

On dispose déjà de nombreux résultats dans ce cadre, dont certains sont 
relatifs à des conditions particulières respectées par les modules de Drin- 
feld qu'on examine. L'un des premiers est une consequénce du Théorème 
de Northcott dans le cas des modules de Drinfeld (voir Théorème 6) et 
offre une toute première minoration de la hauteur canonique, de l'ordre de 
c^^ , pour une constante C2 > à préciser (voir Théorème 7). Il s'agit donc 
encore d'une estimation assez mauvaise, mais qui conduira au résultat ex- 
pliqué dans les Théorèmes 1 et 2. 
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Dans le cas particulier du module de Carlitz, un cas spécial où le rang 
du module est 1, L. Denis (voir |Den] ) obtient une minoration optimale à 
une puissance de logD près avec une hypothèse de séparabilité dont nous 
verrons plus loin qu'on peut l'amoindrir. Il s'agit d'un module de Drinfeld 
de type CM (ou, à multiplication complexe, voir l'Appendice pour la 
définition) et, en particulier, de type RV aussi (voir la Définition 5 et les 
considérations successives pour la notation RV) : 

Théorème 4. Soit D un module de Carlitz. Il existe un réel rj > effective- 
ment calculable en fonction de q tel que pour tout x algébrique et séparable 
de degré < D sur k, pas de torsion par rapport à B>, on ait : 

^ r/ loglog(gD) 3 

Dans une autre direction, sans hypothèse initiale sur le module de Drin- 
feld, sans hypothèse de séparabilité sur le point x mais en supposant vérifiée 
une condition locale sur x portant sur le comportement de ses valuations en 
une place au dessus de l'infini (plus précisément, l'hypothèse supplémentaire 
porte sur la hauteur locale en x qui dépend donc aussi du module de Drin- 
feld) D. Ghioca (voir |Gh] Theorem 6.2, Theorem 6.3) montre une minora- 
tion du type : 

pour un certain k > 1. Une condition supplémentaire sur la nature d'une 
telle extension de places amène à une borne du type k < d, où d est le rang 
du module de Drinfeld. 

Un deuxième résultat a été récemment produit par S. David et A. Pacheco 
(voir |Dav-Pach] ) qui ont montré une minoration de la forme suivante : 

h{x) > c(p,Ky, 

pour un module de Drinfeld D défini sur un corps de fonctions K G k, où 
c(D, i^) > est une constante positive ne dépendant que de D et de 
et X G K"'^', où K"-''' est la clôture abélienne de K dans k. Un tel résultat 
est l'analogue de celui de F. Amoroso et R. Dvornicich (voir |Am-Dvj ) qui 
avaient montré une estimation sous une telle forme pour la hauteur d'un 
élément x G GmiQ"'') \ G„(Q'^'-)tors.. 

Proposition 2. Six & k, de degré D et de polynôme minimal P{X) G k[X], 

h{P{X)) = Dh{x). 
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Démonstration. Soit P(X) = Uj=iiX-l^j) = T.f=o K^'+X^ = ^T.f=obiX' 
polynôme minimal de l'élément x E k, de degré D sur k. En général, les 
b'i G k, alors que les bi E A, bo ^ et ils sont premiers entre eux. Alors : 

D 

Dh{x) = max{0, —'w{x)} = ma,x{0, —v{(3i)}. 

w sur k{x)/k î=1 v sur k 

En effet, toute valuation v sur k s'étend à r valuations w sur k{x)/k dis- 
tinctes, donc k D = J2l=i ^ifi = Si=i valuations éventuellement égales ; 
d'ailleurs, en indiquant toujours par v l'extension canonique de f à k{x) {v 
admet une unique extension à k^, qui s'étend encore de façon unique à 
kjj{x) = k{x)y, se restreignant finalement à une extension particulière de f à 
k{x), que nous appelons canonique), toute w\v sur k{x) est nécessairement 
de la forme w{x) = (f o ai){x) = v{ai), pour un certain G X{k{x)/k), en- 
semble des A;— isomorphismes de k{x) {i entre 1 et -D)EI- Nous rappelons que 
tout a[ dans l'expression de P{X) se calcule en tant que fonction symétrique 
élémentaire des racines /3j sous la forme : 

(?) i 

Si, pour V sur k fixée, f > pour tout i entre 1 et D, alors, toutes les 
racines de P{X) sont dans l'idéal maximal M.^ de l'anneau de valuation de 
k{x)^, la structure algébrique d'un idéal implique nécessairement, alors, que 
tout leur produit et somme reste dans le même idéal, donc, aura toujours 
valuation strictement positive. Dans ce cas, l'expression de b'^ avec les Pi 
montre comment v{b'^) > pour tout i entre et D — 1 ; on aura donc : 
h{P{X)) = = h{x), ce qui est en accord avec l'affirmation qu'on veut 
montrer. On peut donc supposer, sans perte de généralité, qu'un nombre Vy 
compris entre 1 et D de racines /3j de P{X) aient une valuation v strictement 
négative. Dans ce cas, est le coefficient de P{X) de valuation v minimale, 
et telle que : 

rv D 
i=l i=l 

avec I3v,i les r„ racines de P{X) à valuation négative. On a, alors, que : 

D 

h{p{x))= J2 ,=o'!'^iJO'-^(^^)>= E ,=o'!'^^JO'-E^(/^^)} = 

V sur k V sur k j = l 

3. Voir [BGj pour des preuves détaillées 
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D 

V sur k i=l 

□ 

On remarque que la même preuve, et donc le même résultat, ne reste pas 
valable dans le cas des corps de nombres, suite à la présence d'une valuation 
archimédienne (correspondant à la place à l'infini) qui reste au contraire ul- 
tramétrique (degrp) dans notre situation. Le résultat reste néanmoins valable 
dans notre cas quelque soit l'hypothèse de séparabilité sur k{x)/k. En effet, 
on a que D = Dsep.Dp,i,, avec, respectivement, Dgep. degré de séparabilité et 
Dp i, degré de pure inséparabihté de k{x)/k, et donc : 

Dh{x) = Dp.j.rit, max{0, — 

1=1 V sur k 

pour v{ai) extension unique de v sur ai dans l'extension des corps 
Ce qui laisse inchangées les mêmes formules utilisées dans la preuve. 

Proposition 3. Soit 3 = (Ga, $) un module de Drinfeld fixé. Il existe alors 
une valeur 7($) > 0, ne dépendant que de $, telle que, 

7(<î>) := sup \h{x) - h{x)\. 

xdk 

On sait qu'une telle valeur est liée à la hauteur du module de Drinfeld 
D = (Ga, $) et devient donc une donnée importante dont va dépendre la 
méthode de la démonstration. Dans le cas précis, on dispose du résultat 
suivant, par L. Denis |Den2j . 

Théorème 5. Etant donné un module de Drinfeld D = (Ga, $) de rang d, 
s 'exprimant comme : 

$(r)(r) = T + ai(r)r + ... + arf(T)r'^; 

la constante 'y > qu 'on lui associe est majorée de la façon suivante : 

OÙ on convient d'enlever de cette expression les éléments l/oj quand le 
correspondant est 0. 
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On en tire l'estimation 



7 < 2{d+ l)h{<!>). 



(4) 



En effet, comme g > 2 et li > 1, on en a , _J, < 2 ; d'un autre côté : 



On a alors que : 

[1 : 1/ai : ... : l/a^] = [ai : 1 : ai : ... : ai][a2 : a2 : 1 : a2 : ... : a2]...[ad : ... : a^ 

En exprimant chacun de ces éléments sous la forme : [a^ : ... : a^ : 1 : a^ : 
... : ai], oii la valeur 1 apparaît à la position i + 1 pour tout i = 1, ...,d, ils 
se décomposent de suivante manière : 

[ai : ... : ai : 1 : ai : ... : a^] = [a^ : 1 : ... : !]...[! : 1 : ... : 1 : a^]. 

Nous avons alors, pour chaque i = 1, ...,d exactement un vecteur oii a^ ap- 
paraît au fur et à mesure en chaque position sauf la {i + 1)— ème. Il est donc 
possible de multiplier à nouveau tous les termes dans un ordre opportun, 
de manière à obtenir un produit de d vecteurs ayant des aj différents en 
chaque position, sauf une, occupée par 1. Comme la hauteur de chacun de 
ces termes est toujours h{[l : ai : ... : aa]), la propriété ([2]) nous donne 
finalement la minoration annoncée. 

Un tout premier résultat important pour l'effectivité de la théorie est le 
théorème de Northcott, valable à la fois dans le cas des corps de fonc- 
tions et de corps de nombres : 

Théorème 6. On considère le corps k (respectivement, le corps Q dans 
le cas de corps de nombres) ; il est plongé dans C (respectivement, Q C 
C ), qui est un corps algébriquement clos et complet. Soient A, i? > deux 
constantes fixées. Alors, l'ensemble des points x & k , quelque soit n G 
N \ {0} (respectivement, x & Q , où Q est une clôture algébrique fixée de 
Q dans C) tels qu'on ait [k(x) : k] < A (respectivement, [Q{x) : Q] < A) et 
h{x) < B (respectivement, hQ{x) < B, où hq est la hauteur logarithmique 
définie sur Q, voir par exemple JBGf pour la définition) est fini. 

Démonstration. Voir ^Sej, page 16, pour le cas relatif aux corps de nombres. 
Faute de référence, le cas du corps k vient assez directement du lemme qui 
suit (cas n = 1). □ 




h{[l : ai : ... : a^ : 1/ai : ... : 1/aJ) = 

h{[l : ai : ... : ad : 1 : ... : 1][1 : 1 : ... : 1 : 1/ai : ... : l/a^]) < 
< h{[l : ai : ... : ad]) + h{[l : 1/ai : ... : 1/ad]). 
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Plusieurs travaux ont étés produits dans le but de trouver une borne 
supérieure effective la plus précise possible en fonction de ceux du degré 
algébrique et de la hauteur. Dans le cas d'un module de Drinfeld une esti- 
mation suffisante à nos objectifs est la suivante : 

Lemme 1. Pour tout x ^ 1; étant donné D > 1, on a que : 

\{xek, [k{x) ■.k]<D, h{x) <x}\< (f^^""- 

Démonstration. A tout x G /c de degré D sur k on associe l'un des ses po- 
lynômes minimaux entiers P{X) de degré D à coefficients dans A, premiers 
entre eux (pas forcément unitaire). Soit Pi{X) le polynôme unitaire qu'on 
obtient en divisant P{X) par le coefficient dominant de ce dernier. Comme, 
d'après la Proposition 2, Dh{x) — h{Pi{X)), nous essayons de compter 
combien de polynômes à coefficients dans A premiers entre eux sont des 
polynômes minimaux des x dans l'ensemble qu'on étudie, avec un degré 
majoré par D et valeur en deg^^ de leurs coefficients majorés par Dx- On 
notera : 

D-l 

pjx) = y ^x' +x^ = —Pix). 

Nous remarquons que : 

h{Pi{X)) = h{[l : ao/ao ■ ■■■ ■ aD-i/ao ■ 1]) = h{[ao : ... : an]) = 
= J2 ■^^r,{-''^i(^i)} = max {-t;i/r(ai)} = inax {degr(ai)}. 

1=0,. ..,D 1=0,. ..,D 1=0,. ..,D 

V sur k 

On a, donc : 

\{P{X) e A[X]\A,deg^{P{X)) < D,h{P,{X)) < Dx}\ < é^^+'^^^+'l 

Or, comme tout polynôme irréductible de degré D admet au plus D racines 
distinctes, le nombre de ces polynômes, respectant les conditions sur leur 
degré et leur hauteur, doit être multiplié par D. En définitif : 

\{xek, [k{x) -.klKD, h{x) <x}\< < < ç^^'^, 

pour c > K > 1 opportunes. On remarque que les constantes k et c ne 
sont pas universelles, mais dépendent de la valeur minimale de x- Plus 
précisément, ils augmentent pour tout choix de x de plus en plus petit. 
Pour X > 1, un choix acceptable immédiat est : k = 4 et c = 5. □ 
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Théorème 7. Soit 3 — (Ga, $) un module de Drinfeld quelconque de rang 
d. Il existe alors une constante positive C2 = g5<^(2(rf+i)'î'(*)+i)c(*) ^g^^g g^g^ 
si X & B){k)NT et D — [k{x) : k], on a l'estimation suivante : 

h{x) > 

Démonstration. Si h{x) < 1, par la Proposition 3 et le Théorème 5, h{x) < 
1+7 < l+2(d+l)/i($). Un majorant du nombre d'éléments de cet ensemble 



NT 



est alors, par le Lemmc 1 : g"'" S'il existe C3 > tel que x G D(A:) 

de degré D sur k et de hauteur canonique telle que h{x) < -^^j^r^f^, tout 
élément a G ^ de degré deg2.(a) en T serait tel que : 

ddcgj,(a) 
ddegr(a)L/ \ ^ ^ 



On choisit C3 assez grande pour que cette dernière valeur soit < 1. On 
obtient que : 

çddegr(a)-C3D2c($)2 ^ -j^ 

Ce qui signifie : 

L'estimation qu'on a tirée du Lemme 1 et de la Proposition 3 nous permet 
de dire que le nombre d'éléments y algébriques de degré au plus Dc($) 
sur k et dont la hauteur h est telle que h{y) < 1 + 2{d + l)/i($), est au 
plus g5(i+2(d+i)/i($))£) c($) Nous remarquons que pour tout a e A \ {0} de 
degré degy(a) < M où M est un entier fixé, l'élément y — $(a)(x) est 
algébrique de degré [k{^,x) : k] < Dc{^). Or, le nombre des $(a)(a;) est, 
si X n'est pas de torsion (donc, a b =^ $(a)(a;) 7^ $(6) (a;)), exactement 
qM+i_ imposant, alors, M = [^(c3D^c($)^)], on aura nécessairement au 
moins q^+^ éléments distincts avec degré sur k au plus Dc{^) et hauteur 
canonique au plus 1. On sait également que cet ensemble contient au plus 
ç5(i+2(d+i)/i(*))D2c(*)2 éléments. Donc, pour C3 = 5d{l + 2{d+l)h{^)) : 

[ ""'^Y^^' ] + 1 > 5(1 + 2{d + l)h{^))D^c{^f, 
d 

achevant la preuve pour C2 := On remarque, ensuite, qu'il est pos- 

sible d'exprimer C2 en fonction uniquement de h{^), de d et de c($), comme 
c'est le cas pour C3. On peut alors poser : 

C2 = ç5d(2(d+l)^($)+l)c(*)2 _ 

□ 
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Corollaire 2. Pour tout G N \ {0} et pour tout 1 < D < N : 

h{x) > c^-^^ 

pour tout X G 3{k)NT de degré algébrique sur k au plus N. 
Démonstration. Comme conséquence du Lemme 1 on sait que : 

pour tout D > 1. Si, alors, x algébrique de degré D sur k, pour D < N : 

h{x) >c^'^'. 

□ 

Proposition 4. Le nombre X des polynômes unitaires et irréductibles dans 
A de degré N, pour G N \ {0}, vérifie l'estimation : 

2 N - - N 
Démonstration. La valeur exacte de X en fonction de N est : 

X = l/Nj2KN/d)q''; 

d\N 

OÙ 11 est la fonction de Moebius, comme montré dans le livre de K. Ireland 
et M. Rosen [IRL page 84. Alors, pour tout d\N , fi{N/d) < 1, ce qui donne 
l'inégalité, pourQ N > 2 : 



AT - N - N - N q-l 

i=2 1=1 ^ 

Nq-V^ '-2N' 

comme g^^^ — 1 < ^r^Q^ pour tout q et N comme dans les hypothèses. Ce 
qui nous donne une première inégalité : 

- 2 N 



4. Pour = 1 il suffit de se rappeler que X — q, ce qui respecte l'énoncé. 
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D'un autre coté, 



d\N,d^N 



d\NA^N ^ 

grâce à la majoration précédente de la différence entre la valeur totale et le 
terme principal. 

Finalement, se souvenant d'un important analogue en Fç[T] de la décomposition 
du polynôme — 1 dans Q[T] en polynômes cyclotomiques de degré divi- 
sant m, pour lequel on a : 



d\N 

4>d{T) G Fg[T] produit des polynômes irréductibles et unitaires de degré d, 
en appelant le nombre de ces derniers, on a : 

deg^illMT)) ^ NX + J2 dXa^àeg^iT'i" -T). 

d\N d\N,d^N 



En particulier, on a : 



N 



□ 



Une conséquence de la Proposition 4 est, comme déjà remarqué après la 
Définition 6, la possibilité de se réduire effectivement à considérer la situa- 
tion Cl = 1/2 dans le cas oii r = 1. En effet, si le nombre des polynômes 
irréductibles et unitaires de degré N est au moins q^/2N, ce sera le même 
à plus forte raison pour le nombre des polynômes irréductibles et unitaires 
de degré < N. 

On remarque, d'ailleurs, comment une deuxième conséquence de cette Pro- 
position est l'impossibilité de l'existence d'une hypothétique formulation de 
la condition RV(r) pour un module de Drinfcld, dans le cas oii r > 1. Une 
telle condition entrerait immédiatement en conflit avec le fait que le nombre 
total des polynômes irréductibles et unitaires de degré < soit de l'ordre 
/N + q^~^/(N — 1) -|- ... -|- g < g-^, alors qu'un sous-ensemble à priori 
strict de celui ci aurait cardinalité d'ordre q^^/2N, pour r > 1, ce qui est 



21 



impossible pour très grand. 



On énonce, finalement, le véritable résultat clé dont on se servira pour prou- 
ver les Théorèmes 1 et 2 ; il s'agit du Lemme de Siegel, dont la preuve 
est à repérer dans [Den] : 

Lemme 2. Soient aj^i (1 < i < N, 1 < j < M) des éléments de k engen- 
drant une extension k/k finie de degré D. Supposons N > MD. Alors il 
existe des éléments xi, ...jXn G A, pas tous 0, vérifiant : 

l<î<Af 

pour tout l < j < M, tels que 

degr(xi) < ^ /i(aj-i,...,aj-7v) 

pour tout 1 < i < N . 

Dorénavant on supposera que le module de Drinfeld D = (Ga, $) est 
RV(r). 

La démarche de la preuve du Théorème 1 (et du Théorème 2) consiste 
à montrer que l'Hypothèse suivante, qu'on supposera satisfaite jusqu'à par- 
venir à une contradiction, est fausse : 

Hypothèse 1. Pour toute C > il existe x G D(fc)7VT; de degré algébrique 
D sur k, D EN, D > qi+^+\ tel que 

^ ' D{\ogDY ' 

où : 

fi::=2 + -/i($)c($); (5) 
r 

et : 

2d 

fi:=l + —h(<è)c(<^). (6) 

r 

3 Polynôme auxiliaire 

3.1 Cas séparable 

Supposons x séparable sur k. On remplacera dorénavant k par fc**^^ 
clôture séparable de k dans k et D sera le degré séparable de x sur k. 
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La notation D(A;*^^) j^t indiquera aussi les points pas de torsion du module 
ed Drinfeld D algébriques séparables sur k. 

Lemme 3. 1. Soit x G J}{k'^^^)NT, soient ai,...,aD' les différents plon- 
gements fixant k{^) (où D' :— [k{^,x) : k{^)]) du corps k{^,x) dans 
k. Pour des raisons pratiques on fixera un prolongement de chacun 

de ces k{^)—isomorphismes de k{^,x) en un automorphisme de k 
sans changer leur appellation. Pour tout couple (a, h) G A? telle que 
a/h E k \ ¥q, on a : 

<7,($(a)(x))^<7,.($(6)(x)); 

pour tout couple {i,j) G {1, ...,D'}^. 

2. Soit M un sous ensemble de A formé d'éléments premiers entre eux 
deux à deux tel que pour tout a G M, il existe i ^ j, i et j entre 1 et 
D' , tels que crj($(a)(a;)) = (Tj{^{a){x)). Alors, la cardinalité de M est 
majorée par log D' / log 2. 

Démonstration. 1. Si cri($(a)(x)) = (Tj($(6)(,'r)) pour un couple G 
{!,..., D'Y et a et 6 tels que a/h ^ Fg, $(a)(a;) et sont 
conjugués, donc il existe a G G{kx/k{(^)) (où k^ est la clôture de 
Galois de a;)//c(<ï>)), tel que a{^{a){x)) = $(6)(a;). Comme le 
groupe de Galois de kx/k{^) est fini, il existe un ordre de cr, tel que 
cr'' = idk^ . On a alors, 

^{a^){x) = a^($(a^)(a;)) = $(a^-^)K($(a)(a;))) = $(a^-^)K-^($(6)(a;))) = 

= $(a^-2)((7''-^$(a)($(6)(x))) = $(a'^-')((7^-2$(62)(a;)) = ... = ^b^^x); 

ce qui veut dire que x est de torsion (comme a/b G k\¥q nous avons 
qu'il existe un élément a^—b^ G ^\{0} de a et 6 tel que ^{a'^—b^){x) = 
0, si a'^ = 6^ on aurait en effet que a/b est une racine de l'unité 
dans Fq[T], ce qui impliquerait que a/b E Fç), en contradiction avec 
l'hypothèse. 

2. Pour a G A et j entre 1 et D', soit : 

/(a,j) = G {l,...,i^'}M($(a)(x)) =<7,($(a)(x))}. 

On a alors les propriétés suivantes le concernant : 

(a) \I{a,j)\ = \I{a,i)\ pour tout couple {i,j) G {!,... ,D'Y et deux 
ensembles différents de cette forme sont disjoints. 

(b) Si a et 6 sont premiers entre eux, \I{a,i) fl I{b,j)\ < 1. 
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(c) Si a et 6 sont premiers entre eux, \I{ab,j)\ > \I{a, j)\\I{b, 

Le premier point est conséquence de la Théorie des Corps. Si i ^ j 
dans {1, D'}, r G I{a,j) veut dire que $(a)(x') G x^j'^'- et que 
k{^)ma){x)) = nr^i^a,j)k{^:xr^''"; [k{^,x) : k{^)ma){x))] = 
\I{a,j)\, ce qui ne dépend pas du j choisi. Par ailleurs, si I{a,i) n 
I{a,j) ^ 0, i G I{a,.j) et vice- versa, ce qui fournit ime relation 
d'équivalence entre les éléments de (1, ...,-D'}, d'oii le premier point. 
Pour le deuxième point : si Z, m G I{a,i) nl{b,j), am{^{b){x)) = 
ai{^{b){x)) et (T^($(a)(x)) = (T;($(a)(x)), donc grâce au Théorème 
de Bachet-Bézout, am{^{{a,b)){x)) = ai{^{{a,b)){x)) (oii on indique 
avec la notation (a, b) le plus grand diviseur commun de a et 6 dans 
^4), et par conséquent, comme / et m sont premiers entre eux, ajn{x) — 
cri{x), donc m — l. Pour le troisième point, considérons l'inégalité sui- 
vante : 

\I{ab,j)\ >\\Jiei{a,j) I{b,i)\. 

En effet, comme l G I{b,i) est tel que ai{^{b){x)) — (Ti($(6)(x)), à 
plus forte raison ai{^{ab){x)) — ai{^{ab){x)) — aj{^{ab){x)), d'oià : 

Uje/(a,i)^(&,ï) C I{ab,j). 
Les deux points précédents montrent alors le troisième. 



Finalement, pour n'importe quel i fixé, comme M est justement l'en- 
semble des a & A respectant la condition du point 2 et tels qu'il existe 
au moins un autre indice j i pour le quel ai{^{a){x)) — aj{^{a){x)), 
on a facilement que |/(a,i)| > 2. En conclusion, on peut dire que : 



2l^l< l[\I{a,t)\<\I{l[a,t)\<D'; 

ce qui donne : 



' ' - log2 

□ 

Corollaire 3. La cardinalité de M est donc majorée parlogD/ log2, puisque 
D' = [k{^,x) : k{^)] < [k{x) : k] < D. De la même manière, il faut se sou- 
venir du fait que les conjugués distincts de chaque ^{a){x), pour a qui varie 
dans A \ {0}, sont D'. 
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Définition 8. Soit K un corps de valuation non-archimédienne complet 
par rapport à celle-ci. Une application : 

est pseudoanalyique sur K si et seulement si, pour tout zq G K, il existe 
un voisinage ouvert Uzq Q K de celui-ci, tel que, pour tout z G Uz^, on ait : 

(ce qui implique que \imi^^^ai{z — ZqY = pour tout z G U^q). Si pour 
tout Zq E K on a que Uzq — K on dit que f est entière. 

La dérivée divisée à l'ordre h d'une fonction pseudoanalyique f : K ^ K , 

définie sur un corps K muni d'une métrique et à caractéristique p > 0, est 
la fonction pseudoanalyique d^'^^ : K ^ K correspondant au coefficient du 
terme , où H E K* est un paramètre quelconque, dans le développement 
en série de puissances de H de l'expression formelle f{z + H). 

Cette définition peut s'étendre de manière intuitive au Jacobien divisé 
d'une fonction pseudoanalyique plus générale, du type : 

f -.K"^ ^ K''. 

Remarque 2. Etant donné un polynôme A{X) G k[X] \ {0}, un élément 
X E k est racine de A{X) de multiplicité au moins h > 1 si et seulement si 
d^^'^A{x) = pour tout h' = 0, h-1. 

Démonstration. On va procéder par récurrence sur h. Le cas où h — 1 
est immédiat. Supposons donc h > 2. Soit A{X) et soit x une racine de 
A{X). On va montrer d'abord que si elle est de multiplicité h alors les 
dérivées divisées de A{X) jusqu'à l'ordre h — 1 s'annulent en x. Si x est 
racine de A{X) de multiplicité h elle est en particulier racine de A{X) avec 
multiplicité h — 1, ce qui veut dire que A{X) admet une décomposition 
unique dans le domaine factoriel k[X] de la forme : 

A{X) = {X -x)''-^R{xy, 

et, par l'hypothèse de récurrence, ceci revient à dire que : 

d^'''^A{x) = 0; 
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pour chaque < h' < h — 2. Il nous reste alors à montrer que dans une 
telle situation, x est racine de A(X) de multiplicité h si et seulement si 
S'^~^^A{x) — 0. En choisissant un paramètre H on développe : 



A(X + H) = {{X -x) + Hy-^R{X + H); 



en obtenant : 



d^^-'^A{X) = Y.CZ ^) - ^t'^'^^'d^^'^RiX) + R{X). 
On a donc : 

S^-'^A{x) = R{x). 

Par conséquent, S^~^^A{x) = si et seulement si R(x) = ou de façon 
équivalente, si et seulement si {X —x)\R{X) dans k[X]. Donc, si et seulement 
si : 

A{X) = {X -x)''R{X); 

où R{X) = R[X)/[X — x) G k[X]. Si on suppose par contre que S-^'^'A^x) — 
pour chaque h' — 0,...,h — 1 et donc, en particulier, pour chaque h' — 
0, h — 2, l'hypothèse de récurrence implique que x est racine de A{X) de 
multiplicité h — 1. Comme on est donc à nouveau dans le cas de la même 
décomposition de A{X) qu'on a déjà étudié avant, si on répète les mêmes 
passages précédents on retrouve encore une fois que d^h-^)A{x) = si et 
seulement si R{x) = 0, ce qui prouve donc que x est racine de A{X) de 
multiplicité h. □ 

On se propose premièrement de montrer le Théorème suivant : 

Théorème 8. Soient L,t,D tels qu'on ait que : 

> tDc{^). 

Soit N & A polynôme en T de degré : 

1 



degT(iV) 
// existe alors un polynôme : 



d 



logL 



1. 



L-l L-1 

G{X, Y) = Y, Y.P^jX'Y^ e A[X, Y] \ {0}; 

i=0 j=0 
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de degré au plus L — 1 tant en X qu 'en Y tel que 



G^{x) G{x, mm) e mm \ m 

s 'annule en x avec multiplicité t et les coefficients Pij & A de G(X, Y) sont 
tels que : 

Dc(^) 

pour chaque < i, j < L — 1, où T, est la somme des hauteurs des vecteurs 
constitués par les lignes de la matrice des coefficients du système linéaire 

d^^^GN{x) = 0, 

pour h — 0, ...,t — 1, dont les inconnues sont justement les coefficients (à 
déterminer) de G{X,Y), ceux de N étant fixés. 

Démonstration. Construisons le polynôme G de façon directe. Il est nécessairement 
de la forme : 

L-l L-1 

G{X,Y) = J2Y.P^^^'^'- 

1=0 j=0 

Si on impose sur un élément N e ^\{0} d'être tel que Gn dans A[^] [X] , 
cela équivaut à dire que la variété algébrique d'équation Y — ^{N)(X) dans 
n'est pas contenue dans celle associée au polynôme G{X, Y). Autrement 
dit, dans le domaine factoriel Y] on a la condition suivante : 

y - $(iv)(x) tG(x,r). 

En imposant q^^^sri^) > L—1 cela est évidemment satisfait. On pose, alors : 

degr(iV):=[^logL] + l. (7) 

On aura, donc : 

L - 1 < g<^degT(iV) < ^d^ (g^ 

Imposer maintenant l'annulation de Gjv sur x à l'ordre t revient à dire que la 
dérivée divisée de Gn à l'ordre h, pour tout < h < t — 1, s'annule en x. Ce 
qui donne un système linéaire à t conditions, dont les inconnues sont les 
coefficients de G. Si on impose donc > Dc{^)t, où Dc{^) > [k{^,x) : k], 
les conditions du Lemme 2 sont satisfaites. En posant E comme expliqué 
dans l'énoncé on a le Théorème. □ 
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La stratégie qu'on se propose de suivre pour arriver à une contradiction 
consiste à montrer que le polynôme G^iX), pas nul par hypothèse, a pour- 
tant plus de zéros qu'il pourrait en avoir. 

Nous examinons donc ce polynôme, qu'on appellera dorénavant polynôme 
auxiliaire : 

L-l L-l 

Les propriétés des dérivées divisées permettent de dire non seulement que x 
est un zéro d'ordre t de Gjv(-'^), mais que, pour /i = 0, t — 1, la dérivée di- 
visée G^l^\x) de Gm{X) à l'ordre h admet également x comme zéro d'ordre 
t — h. En laissant h <t — l générique, on a alors la décomposition suivante : 

Gf{X) = ^{Xf-^R,,{X) 

oVi A(X) G /c($)[X] est le polynôme minimal de x sur et Gn{X) — 

A{XYRh{X) pour un certain Rh{X) e k{^)[X]. 

Proposition 5. // existe G N \ {0} assez grand, qu'on déterminera plus 
tard, respectant les conditions du Théorème 8 tel que, quelque soit l G 74\{0} 
qui respecte la propriété RV, on ait que : 

G'(;')($(0(x))=O; 

pour tout < h' < h — 1. 

On va montrer cette Proposition par l'absurde en supposant l'hypothèse 
suivante et en tirant une contradiction : 

Hypothèse 2. Supposons que pour un opportun l G A comme dans la 
Proposition 5, on ait que : 

pour au moins un h' tel que < h' < h — 1, où h est celui de la Proposition 
5. 

3.1.1 Majoration de la hauteur du polynôme auxiliaire 

On commence par majorer la hauteur de G^y Pour cela, il 

faut d'abord comprendre l'expression précise de la dérivée divisée à l'ordre 
h générique du polynôme Gn{X) G \ {0}, dans le but de pouvoir 
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bénéficier de l'estimation de ses coefficients, dont on dispose suite au Lemme 
de Siegel. 



On avait vu que E = Ylj^Lih{aji, ...jQjn) où les aj^i G k sont les coeffi- 
cients du système de Siegel qui, dans notre cas, a la forme : 

é^^GN{x) = 

pour toute dérivée divisée à l'ordre h — 0, — 1 de Gn{X) — 
G{X, ^(N)(X)) dans x. On rappelle que : 

L-l L-1 
i=0 j=0 

Par définition, la dérivée divisée de Gn{X) en x à l'ordre h est le coefficient 
de H^, où H est un paramètre, dans l'expression en série de puissances de 
H de la translatée formelle : 

Gn{X + H)^ 

1=0 j=0 a=0 ^ ^ 6=0 ^ ^ 

011 : 

ddegj,{N) 
s=0 

où les às{T) sont des éléments dans venant d'une écriture explicite du 
polynôme additif $(iV(r)) = iV($(r)) G fc{r}, de degré ddegr(iV) en r. 
L'expression finale de cette dérivée divisée à l'ordre h est alors fonction de 
la valeur de h et est une somme d'autant de termes que le nombre de toutes 
les possibilités de former la puissance dans l'expression précédente de la 
translatée formelle Gn{X + H), en rappelant l'expression de $(A^)(if) que 
nous venons d'écrire. Chacun de ces termes est de la forme suivante : 

L-\L-\ f X f X / U \ ddegr(iV) 

i:gp<:)(yU,...,„,,.^^,>--°(*(A')(-'^)r' n ^rr- 

L-lL-l / -X / ■ \ ddegr(Af) 
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pour tout couple (a, b) et toute ((idegj.(A^)+l)— uplet n = (riQ, Uddeg^iN)) £ 

ddegrp{N) 

b= ^ ni 

1=0 

et 

h = a+ rijg*. 

On a, donc, que 0<a<hetO< Ylt=o^'^^^^ ^«5'* ^ h — a. 

Pour tout couple (i, j) G {0, L — 1}^, le coefficient associé à l'inconnue 
Pij dans le système de Siegel 

rf(^)G^(x) = 

est alors : 

/ ■\ / ■ \ ddegj,{N) 

avec l'ensemble : 

I{i,j,h) := {{a,b,no,...,n,deg,iN)) G N'^dcg,(A.)+3^ q < ^ < mm{i,h}, 

ddegj,{N) ddegj,{N) 

,a+ E Uiq' = h, E nj = 6}. 

î=0 i=0 

La hauteur de la ligne h—ieme 

S^^Gn{x) = 
du système de Siegel sera alors : 

ddegr[,(N) 

h{L,):=h{{ J2 ^'-"(m^x))'-' n «"}(U)) = 

(a,b,n)el{i,j,h) i=0 

ddegj.(N) 



V sur k{^,x)/k {a,b,n)Gl{i,j,h) i=0 

La propriété ([3]) nous amène à majorer la hauteur h{Lh) de cette façon : 

ddegj,(Ar) 
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ddegj,{N) 
= h{{x^-%<l>{N){x)y-' n 

Pour tout choix i,j = 0,...,L — 1, a = 0, ...,mm{i, h}, h tel que h = 
0' + Yl'i=o^^^'^^ ^ l'élément x^~"'{^{N){x)y~'' de l'équation h est de façon 
univoque associé un élément 11^^=0^^*'^'' h = a + ^^^q^^''^'' n^g*, 
créant alors un nouveau vecteur d'égale longueur à celle de {x^~°-{^{N){x)y^^} 
(avec a, h dans les bornes indiquées avant), son produit avec ce dernier, 
composante par composante, donnant celui dont on vient d'indiquer la hau- 
teur. La propriété du produit ([2j) nous permet donc encore de majorer h{Lh) 
de la manière suivante : 

dàegj,(N) 

ML,)<M{x-(<î.(iV)(x)r^}) + M{ n aT)). 

i=0 

Suite aux propriétés des hauteurs, le premier terme est majoré par la valeur : 

L[h{x) + h{^{N){x))]. 

Cherchons une majoration du deuxième. Si N{T) = «o + ctiT + ... + 
adeg^(iV)T'i^s^(^) G A, avec : 

<î>(iv(r)) = iv(<î>(r)) = «0 + + ... + «deg,(7v)<î'(r)'i^s-(^); 

examinons la hauteur de chacun de ces termes dans la somme. Pour < 
ô < deg^iN) : 

d6 S 

oii : 

s 

As{^) ■.= {{j{l),...,j{ô))eN';Y.j{s)=zy, 

s=l 

avec j{s) G {0, d}, j(0) := 0. En effet, si on considère la puissance : 

$(r)(r)^ = {T + aiT + ... + adT'^)iT + aiT + ... + ay)...iT + aiT + ... + ayy 

en développant les produits selon les règles arithmétiques de l'algèbre de Ore 
/c{r} on obtient le coefficient de t\ quelque soit i = 0, dS, en multipliant 
entre eux les coefficients aj(^s) de chaque s— ième terme du produit de toutes 
les façons possibles afin que X]s=i jX-^) = h soumis à l'action des puissances 
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j{0), ■■■,j{s — 1) de T, où on impose j(0) := 0. Comme, en effet, 0^(5) n'est, 
dans son propre s— ième terme, soumis qu'à l'action de l'identité r°, cette 
action le fait apparaître dans le produit avec exposant 1, qu'on représente 
par le cas s = pour rendre la formule compatible avec toute situation 
possible. En effet, 0^(1) n'est soumis qu'à l'action de r° dans le produit, ce 

qui donne ce dernier sous la forme a^^[^' = aj(i). Si on appelle àj le coefficient 
de T* dans l'expression de ^{N), de façon que : 

dS 
i=0 

on en a que : 

<5 

—w{âi) < max{y~^ —q^''=o^^''''w{aj(^s))} ^ <^ç' max {—w{aj)}. 

i-0,...,d 

Alors : 

ddcgj.{N) ^ ddcgy(iV) 

h{{ n '^T}{i,j,a,b,n)) = Yl ^«;niax{0,- niw{ài)}< 

1=0 ^ ^ w sur k{^)/k i=0 

^ ddegj,{N) 

< -7^ ^ ^ max{0, -niw(ài)} < 

w sur k{<^)/k 1=0 
^ dAegj.{N) 

- y] «idegr(iV)g^ max {0, -w(a^)} < degr(iV)/i($)/i. 

cl y?) ■^"^ ■^"^ 3=0,. ..,d 

^ ^ w sur k{^)/k i=0 

En conclusion, pour chaque h — 0, ...,t — 1 : 

h{Lh) < L[h{x) + h{^{N){x))] + degr(iV)/i($)/i. (9) 

Or : 

L-l L-l ddegj,{N) 
i=0 j=0 {a,b,n)el(i,j,h') i=0 

pour tout < h' < h — 1 (011 on considère h > 1 parmi ceux inférieurs à t 
qu'on vient d'examiner), comme conséquence des calculs précédents. Donc : 

L-l L-l ddcgj,{N) 

h{G^;:'\mim = h{YY.p^3 E (*(0(^))'-"(*w(^)r'' n ^ 

î=0 i=0 {a,b,n)eX{i,j,h') i=0 



32 



On obtient donc la majoration : 

< h{p,,) + L[hmi){x)) + hmNl){x))]+degj,{N)h{<l>)h'. 

On est maintenant face à deux situations possibles : 

1. w{x) > pour chaque w extension de la place vi, on vi est la place 
/— adique sur A, à x) (on indique le fait que w étende vi à k{^, x) 
avec la notation w\vi) ; 

2. Il existe au moins une place w\vi sur A;($,x) telle que w{x) < 0. 

3.1.2 Minoration de la hauteur de G)^ (x) 

Dans le cas où w{x) > pour chaque w\vi sur A, on pose ( := iVfc($^2.)/fc(G]y ' {^{l){x))), 
en supposant d'après l'hypothèse 2 que pour un opportun nombre naturel 
h' < h on ait que G); 0, et on a, en indiquant X(/c($, a;)//c) 

l'ensemble des A;— isomorphismes de l'extension k{^,x)/k : 

HO = h{ n ^{G'^N\m{xm < ■. knc'^^^^mix))) 

creX{k{<î>,x)/k) 

comme la hauteur de Weil est stable sous la conjugaison et respecte la pro- 
priété ([2]). En supposant w{x) > pour chaque w\vi, le polynôme minimal 
unitaire A(X) de x est à coefficients dans Oi, anneau de f;— valuation dans 
fc($). On sait que : 

G^imi^)) = Ami){x)y~'^'R,,m){x)) 

on A(X) et Rh'{X) sont dans Oi[X]\{0}EI (notons que puisque A(X), $(/)(X) G 
alors Rh'{X) G aussi). Alors, en utihsant l'hypothèse RV(r) sur 

A($(0(x)) = A(x'?""'^''') mod (w). 

Nous remarquons maintenant que A(X) G 0^^] degré d'inertie 

de l'extension t>; de la place vi à est tel que : 

on Ovi^ et Al sont, respectivement, les complétés de Oi par rapport à vi^q, 
et de A par rapport à Vi. Par conséquent, on a que : 

5. C'est parce-que x est séparable sur A:(<i>) que sa multiplicité dans son polynôme 
minimal est t — h' . Dans le cas pas séparable, il faut utiliser un exposant plus petit : 
jy^, avec Dp,i, degré d'inséparabilité de x sur A:($) 
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Comme dans la condition RV, respectée par Z, on demande que = 1, il 
s'ensuit que les coefficients de A(X) sont congrus à leurs puissances d'ex- 
posant q^'^'^^tW mod (v;,*) et donc mod (w). Par conséquent, on a que : 

^^^,.des,(o^ = A(a;)^"^^^''' = mod (w). 

On peut donc conclure que : 

w{G^i'\^l)(x)))>t-h'; 

pour toute w\vi. Nous appliquons l'hypothèse 2 : en supposant G'^'^'\^{l){x)) ^ 
0, il s'ensuit que C 7^ et, par conséquent, que C,~^ existe. Comme ^^(C) — 

Eh.,^(G'SÎ'^W)(^))): 

^(C) = ^(C"') > niax{0, - degr(O^KC"')} = niax{0, degr(O^KC)} > 

> : A;]deg2.(0(i-/i')- 

Dans le deuxième cas, oià il existe au moins une extension w\vi telle 
que w{x) < 0, choisissons en une de valuation minimale en x (il y en n'a 
qu'un nombre fini à ne pas être sur x en tout cas). Remarquons qu'il est 
alors possible d'obtenir directement un très bon résultat de minoration de 
la hauteur canonique de x. Plus précisément : 

h{x) = lim g-'^<i^g^«"/i($(r)(x)), 

n—^oo 

d'où on se ramène à étudier la valeur 

Nous exprimons : 

^{l){x) = lx + aix'^ + ... + addegTii)^'^'^'^''^^'''^ ■ 

L'hypothèse RV sur / implique alors que w{ai) > pour chaque i = 
0, ...,ddegrp{l) — 1, alors que 10(0(1 deg^Q)) = 0- conséquent, comme 
w{x) < 0, on a que : 

«'(«ddeg.w^^'"""'") = q'"''^'-^'^w{x) < q'w{x) < w{ai) + w{x''') = wio^x'^'); 

pour tout i — 0, ...jddegrpll) — 1. Les propriétés des valuations non ar- 
chimédiennes impliquent alors que : 
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Par récurrence, en changeant x et on a que : 



,(idegjn(Z)n 



1 



y max{0, —w{x)} 

w\vi 



[k{^,x) : k] 



la dernière somme étant minorée par 1, ce deuxième cas sur x implique, 
comme prévu, une solution au problème initial sous la forme suivante : 



(on rappelle que D = [k{x) : k] et que D > 

Ces passages peuvent être également répétés dans une situations d'inséparabilité 
de X sur k, nous permettant de même y garder l'hypothèse de /—intégralité 
sur X là où ce serait nécessaire. 

On en conclut finalement qu'on peut poursuivre en supposant le premier 
cas sans aucune perte de généralité. On obtient donc que : 



degr(/)(t - h') < h{pi,) + L[hmi){x)) + hmNl){x))] + degT{N)h{^)h'. 

(10) 



3.1.3 Contradiction finale 

Rappelons que / satisfaisant l'hypothèse RV(r) est supposé tel que : 



Grâce à la majoration de la hauteur qu'on a obtenu par le Lemme de Sie- 
gel, on est maintenant en condition de pouvoir majorer le terme h{pij), 
apparaissant dans l'inégalité (ITUI) . Le Lemme de Siegel donne l'estimation : 




1 



puisque : 



D < [k{(!>,x) : k] < Dc(<î>); 



G'r(<î>(OW)^0. 




t-i 



Nous imposons pour l'instant la condition : 



> tDc{<ï>). 
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L'inégalité nous donne alors : 

^ ' 0<h<t-l 

n ^''^ 

Nous faisons les choix suivants|j : 

.''°(l0gl0gD)2j ^^^^ 

\ DlogD ] 
t:= 4 / ; 14 
_ (loglogL'j'^J 

\ D ] 

h := co- — j-r^ ; (15) 

(log logD)^\ 

avec Co > une constante opportune, dépendant du choix de $. Le choix : 

Co > c(<î>); (16) 
implique alors la suivante condition : 

- tL>c($) > ^L^; 

pour chaque D > g'î+'^+i. En effet, une telle inégalité peut s'exprimer de 
façon équivalente sous la forme ^L"^ — tDc{^) > 0. Comme : 



et : 

on en a que : 
1 



'°(loglogD)4' 

tDc{<i>) < c; 



,4 D^logD 

°(loglogD)3' 



L'-tDc{(è) > 4D'hgD 



I log D — log log D 

(l0gl0gD)4 



Cette dernière expression n'est pas négative, si D > g^+d+i^ gj seulement 
si : 



1 



logD > log log 



6. Ces choix des paramètres sont du même ordre de grandeur que dans le travail de 
H. Bauchère [B] et nous nous en sommes inspirés. 
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condition qui est vraie comme le montre un étude opportun de fonctions 
pour D > g^+d+i Suite aux inégalités f|TT]) et f[T^ on a alors que : 

^ ' 0<h<t~l 

^2^^ (L[/î(x) + 27 + /î($(iV)(x))]+deg^(iV)/i($)/i) < 

0<h<t-l 

< 2 ^^^('^) (2Lg'^dcg^W/;(3;) + 4(d + l)Lh{^) + degT{N)h{^)t/2). 
Les conditions ([7]) et dH]) nous donnent alors[ï| l'inégalité : 

Kp^,,) < 2^^^^{2q''L^h{x)+4{d + l)Lh{^) + hog Lh{^)t) = 



L d 
La condition ([TU]) implique alors que : 

, /n. ,N ^ /n/ ,A . d /..N T. N 8(rf + l)/l($)c($) ^ 2h{<^)c{^) Dt^logL 

àegT{l){t-h) <àegT{l){t-h') <Aq'^c{^)Dth{x)+— ^/ ^ ^ ' Dt+ ^ ' ^ 



L d L"^ 

+L[2g'^('^"STW+degT{0)/î(a,) + 4(rf + + degr(Ar)/i(<î>)/i' < 

L d L'' 

+2g^^'=s^(')g'^L2/î(x) + 4(c/ + + ^ log Lh{<l>)h' < 

< 4q'^c{<è)Dth{x) + — ' ^ ' Dt+- ^ ' ^ ' ^ ' 



d L2 

^2grfdeg-r(Z)çd^2)^(^) + 4(d + l)h(<^)L + - log Lh(<^)h. 

d 

Les choix ([T^ . ( IT^ et (fTBi) impliquent que /i < t/2. Donc : 

degr(/)t < 8q'^c{<è)Dth{x) + r + ! F2^+ 

+^ddeg^{l)^dj^2^^-^ + 8(rf + l)h{^)L + ^ log Lh{^)h. 



7. Comme logL > d (conséquence du fait que D > qi+'^+'^'j on a que degrp{N) < 



37 



Sachant que tDc{^) < L^, nous obtenons que : 



d 



L2 



avec : 



C4 := 24g^ 



Nous choisissons alors : 

deg^(/) := /i($)c($) 



1 



' log log D 



Tout d'abord nous remarquons qu'étant donnés a,b E 
on a que [a] [6] > ^ab. Nous avons donc, en imposant : 



a := /z($)c($); 



(19) 

tels que a, 6 > 4, 
(20) 



et 



co > g'; (21) 

(condition qui, avec l'hypothèse que D > qi+<i+^^ implique que t, degj.(Z) >= 
4) que : 



degrr{l)t > ^-(41ogCo + 21oglogD-logloglogD)c|^ 



1 a 

> - - (4 log Co + log log D) c; 



3 DlogD 

°(loglogD)3 



LllogD 
(log log D) 3 

> 



> 



la o DlogD 



2r"°(loglogD)2' ^^^^ 

Avec un tel choix nous calculons maintenant la meilleure minoration possible 
de Co afin que les trois suivantes conditions soient respectées : 



degrp{l)t > 4c4/i($)L; 
degr(/)t > 4c4 ^ V ^ logL; 



d 



L2 



degT{l)t > Aci^-^hlogL. 

(Jj 



(23) 
(24) 
(25) 



En appliquant, suite aux conditions ( 1T3|) et ( 1T6|) . et à l'hypothèse pour 
laquelle D > g^+'^+i (ce qui implique que c^jj^^^ > l)le fait que : 



.2 ^log^ < ^ < _Dlog^, 

^°(l0gl0gD)2 - - 0(loglogD)2^ 
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(26) 



l'inégalité est alors conséquence de celle-ci : 

la 3 D\ogD 2 ^log^ 



2r '(loglogD)2 - ^ '^(loglogD)^' 
ce qui nous amène à la condition : 

co > 16rc4 = 384rg'^. (27) 
L'inégalité ( 12^ est par contre conséquence de celle-ci : 



la 3 DlogL» a ^D^{\ogDf (loglogL»)^ 

2 7^°(l0gl0gD)2 - (log log Z^)6 C^Z^2(log /))2 



(conséquence du fait que L > Cq (1(^Î°|^)2 ? voir la condition (|26|) ) qui vient 
de la suivante : 

Co log D > (2 log Co -I- log D + log log D — 2 log log log D + log 2) ; 

(conséquence du fait que L < 2cq (i(^{°g > voir la condition (12^ ) impliquée 
par celle qui suit : 

cologD > ^(21ogco + 31ogD). (28) 

Pour montrer une telle inégalité il nous suffira donc d'avoir à la fois que : 

48rc4 1152™°' , , 

et que : 

^ 32rc4 
CologZ; > — ^logCQ. 



Nous cherchons alors cq tel que 



Cq ^ 32rc4 768rg 



d 



log Cq d d 

Suite à la condition f l2ip et au fait que la fonction ^^^^ est croissante pour 
X > q, une telle inégalité est conséquence de celle-ci : 

Si on admet que : 

1 . ^ 

r < : 31 

- -^gg, V ; 
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cette dernière condition est respectée. Si on admet en revanche que 

1 

768' 



^ > 4^; (32) 



nous cherchons X sous la forme : 

X := Xo768rg'^; (33) 

telle que : 

X ^ 768rq'^ 



logX - d ' 

donc telle que : 



Xo ^ 1 



log 768 + log r + log Xq + d d 

L'hypothèse sur r nous garantit que le premier terme de cette inégalité est 
bien un nombre positif, ce qui rend suffisant de vérifier que : 

Xo ^1 



log Xq + d d 
Donc, que : 

c?(Xo-l) >logXo. (34) 
Condition vérifiée pour tout Xq > 2. Donc pour tout choix de cq tel que : 

co > 2(768rç'^) = 1536rg'^. (35) 

Comme on suppose que r < ^ on a que dans tous les cas une telle condition 
implique aussi la ( 12T|) et la ( 129|) . La condition (125|) est finalement, d'après 
l'inégalité ( 122|) et en répétant les mêmes majorations du terme logL qui 
nous avaient amènés à la condition (1251) . conséquence de celle-ci : 

la o DlogD a D , 

ô~^o7l — i 7^ > 4c4-co-^ — — ^ 21ogco + 31ogL' ; 

2r (log log L))^ d (log log D)^ 



et, donc, de celle-ci : 



log D > ^ (2 log Co + 3 log D) . (36) 



Comme cette dernière est conséquence de fl28|) , nous concluons que les condi- 
tions fl25]) . et fl2ïï|) sont vérifiées pour tout choix de Cq respectant la 
condition f lSïï]) . 
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On aura donc une contradition avec f[T5]) en imposant : 

On a donc que, pour h{x) assez petit, GAr(<î>(/)(x)) = pour chaque l 
respectant la propriété RV de degré deg'p(/) choisi comme avant. Grâce 
au Lemme 3 nous pouvons par conséquent compter le nombre de zéros de 
G]si{X) avec leur multiplicité. Comme on suppose le module de Drinfeld de 
type RV(r) on aura en effet au moins : 

, g'^degTW \ogD 



'2rdegr(/) log2 

zéros de GAr(X), de multiplicité au moins h, oii degj.(/) est défini comme 
avant. Comme D = [k{x) : k] < [k{^,x) : Â:($)][A;(<Î>) : k] = D'c{^), il 
s'ensuit qu'on aura finalement au moins : 

qvdegTii) logD. D 



^2rdegy(/) log2^c($)' 
zéros de Gn{X). Nous cherchons alors une condition sur cq telle que : 

2rdegr(/) " log2 ' ^ 
Comme la condition f|T9|) implique que : 



a log Cq- — > r degr(/) > ra - log cj 



'loglog-Oy \-/ ' " \^"°îoglog-D 

il s'ensuit que : 



qrdegj,{l) y 



^4 {log Df 
log log D 



Donc : 



H ^/l /a (log g)^ A" 

— „TryO„Y/l1 „ I oi„„i„„n 1 1 1 — n\ ■ K'^^J 



2r degrp{l) g'^"2a(4 log cq + 2 log log D — log log log D) ' 
La condition fl38|) sera donc conséquence de celle-ci : 

'-OloglogL-y ^ ^logL) 



g™2a(41ogco + 21oglogL') ~ log 2 
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Il nous reste alors à montrer que : 

ct'^ilogDf"-' > -j^(41ogco + 21oglogL>)(loglogL')^ 
Les conditions à imposer sont alors : 

CilogDf--' > ^^logco(loglogD)"; 

et : 

ctrilogDf^-' > ^^(loglogL')-+^ 

Pour la première condition, nous remarquons que pour a; > 1 et D > qi~^'^+^ 
on a que : 

(logD)^"-^ > (loglogD)"; 

il suffit donc que : 



logco ~ log2 ■ 

Nous supposons alors que : 

co > 2q. (40) 

Comme la fonction est croissante pour X > q, une telle condition est 
donc conséquence de celle-ci : 



(2ç)^° ^ 32ç^"a; 



log2 + l - log2 ' 

qui est encore conséquence des inégalités suivantes : 

2 2^" 32 
^ log2 + l - b^"' 

et : 

qui sont des conditions toujours respectées par toutes les valeurs possibles 
de a, r et ç parmi celles admises par les hypothèses. 

Pour la deuxième condition, nous remarquons que l'inégalité que nous vou- 
lons montrer est conséquence des suivantes : 

Co(logD)2"-i>(loglogD)'^+i; 
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et 



' - log2 • 



Les choix précédemment faits de Cq et de D impliquent ces deux dernières 
inégalités. En effet, comme cq > 2g la première inégalité est toujours res- 
pectée pour tout D > g9+(i+i ^Q-^J^^ a > 1, puisque sous de telles conditions 
21ogD > (loglogD)^ et donc l'inégalité est impliquée par celle-ci : 



g(logD)'"~' > (loglogD)"-^ 
qui est toujours respectée. La deuxième inégalité est conséquence de celle-ci : 

^ - log2 ■ 
Qui est encore conséquence des inégalités suivantes : 

2^"-^g > 16; 

et : 



log2' 

dont la première est immédiate et la deuxième conséquence du fait que 

1 

log2 



et que : 

pour tout q puissance d'un nombre premier et a > 1. 



Sachant que deg;^(G7v(^)) < 2(L - i)g'ideg^W < 2q'^L'^, un choix de 
paramètres tel que : 



4r degy(/) c($) 



h > 2gU' 



nous donnerait la contradition cherchée, montrant comment l'Iîypothèse 1 
aussi est fausse. Une telle condition est conséquence, suite à la condition fl5^ 
et aux faits (toujours conséquences des hypothèses D > g^+'^+i et Cq > 1) 
que : 

1 D 

2 (loglog/y)^ 

43 



et que : 



de celle-ci 



2 DlogD 



g'"Mc($)a(41ogCo + 21oglogD - logloglog 2(loglogD)2 



'(loglogD)4- 

Qui se réduit, comme a > 1, k l'estimation suivante : 

^OloglogZ.; ^^g^,^3_ (logD)^ 



g'-Ma2(4logco + 21oglogL') - ^ " (loglogL')2 ' 
En posant : 

X:^\ogD; 

on a à étudier la condition : 



Aa-3 Y2a-2 



128g<^+'^°a;2(21ogco(logX)°-2 + (logX)°-i) 
où a > 1 et logX > 1. Avec la majoration : 

(iogx)"-2<(iogxr-^ 

nous nous réconduisons alors à étudier l'inégalité : 



Aa-3 J^2{a~l) 



128g<^+'-°a2(logX)°-i(21ogCo + 1) 



> 1. 



Puisque ^^("^ ^) > (logX)" ^ pour tout X > 1, il nous reste à montrer la 
suivante inégalité : 



,4a-3 

128g<^+'-"a2(21ogco + l) ~ 
qui est conséquence de la suivante : 

> 128/+'^°q;2. 

21ogco + l- 
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Nous choisissons donc Cq sous la suivante forme : 

oii A est un nombre réel positif sufïisament grand qu'on déterminera tout 
de suite. La condition à imposer sur A est en effet la suivante : 



2(log A + log c/ + 3 log o; + d + a) + 1 

Ce qui peut aussi s'exprimer comme il suit : 

21ogA + 21ogrf + 61oga + 2ci + 2a + 1 ^ 1 
Ma - Ï28' 

Le choix : 

A := 6500; 

nous donne alors les trois suivantes conditions : 

A - 128 

2\ogd + 2d 1 

4 < ; 

Ad - 128' 

^61oga + 2a + 1 ^ 1 



Aa - 128 

pour tout a,d E N\{0}. La première de ces inégalités se révèle être respectée 
en choisissant A = 6500. Un tel choix implique d'ailleurs facilement les deux 
autres suite aux majorations suivantes : 

2\ogd + 2d < Ad; 

et : 

3 loga < a + 2; 

valables quelque soit le choix de a et c? dans N \ {0}. La condition que nous 
imposons à cq est donc finalement la suivante : 

Co > 6500da3g'^+™. (44) 

En rassemblant toutes les conditions qu'on a obtenu sur cq ( f|T6l) . ( pT]) . 
(HUi) . dBD) on peut donc finalement donner l'estimation générale 
que cette constante doit respecter afin de rendre fausses les hypothèses 1 et 
2 : 

Co > max{c($), 384rg^, 1536rg^ 2g, 6500da^g'*+™} = 
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= 6500(ia3g^+™. (45) 

Nous imposons donc : 

co > 6500cia3g'^+™. (46) 

En conclusion, si h{x) est trop petite, on a la Proposition 5, qui im- 
plique que G]y{X) admet un nombre de zéros, comptés avec leur multipli- 
cité, supérieur à degx{GN{X)), ce qui est en contradiction avec le Lemme 
de Siegel, pour lequel un tel Gn{X) existe et n'est pas le polynôme 0. En 
définitif, suite à l'impossibilité de la condition (l37|l . et grâce aux conditions 
([IH]), (122]) et 021]), on obtient que : 

l h{<S>)c{<S>) 3 DlogD 
h(x) > ^^grlO^ 2 r ^0(loglog£>)2 ^ 

""-4-^ y 4 i:>2(iogfl)2 / 4 (log£')2 \ r w w 

-l-UUC'0(loglogD)4 l^'-OloglogDy 

/l($)c($) (l0gl0gD)2+''^(*W*) 

- 768rg^c;+^'^^*^'=^*^ D(logD)i+vM*)c{*) " 

Finalement, grâce au Corollaire 2, on peut étendre ce résultat de la situation 
on D > g^+'^+i au cas de D quelconque avec la minoration énoncée dans le 
Théorème 1 : 

h[x) > Co 

ns qi 

début, on a que 



L'(log+D)i+vM*M*) ■ 
Nous remarquons qu'avec la notation log_,_(.) et loglog_,_(.) introduite au 



(loglog^D)^+^^(^)^(^) 
D(log+D)i+vM*)'=(*) - ' 

quelque soit D e N\ {0}, ce qui nous permet de formuler un résultat valable 
pour toute valeur deDGN\{0}. 



Nous remarquons maintenant que la même méthode marche également 
sous l'hypothèse plus faible RV(r)*. En effet, on a le Lemme suivant : 

Lemme 4. On suppose que l'Hypothèse 1 soit vraie pour tout C g]0,Co]. 
Alors on peut définir une application D = D{C) de ]0, Cq] dans [q'^'^'^^^, +oo[ 
en choisissant, pour tout C > 0, un élément x de degré D{C) = D minimal 
sur k tel que : 

L'(log£')'^ 
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où K et fi sont définis en ^ et Cette fonction croît vers l'infini quand 
C décroît vers 0"^. 

Démonstration. Nous allons montrer d'abord que la fonction D = D{C) 
qu'on a défini n'est pas bornée (tout en restant minorée par la valeur q'^^'^^^). 
Si, par l'absurde, une telle borne D < M existait, oh D = [k{x) : fc], avec 
X G I!>{k)]s[T choisi en fonction de C comme expliqué dans l'énoncé, suite au 
Théorème 7 on aurait que h{x) > c^*^ . D 'oii C2 < C, suite à l'hypothèse 
1, en choisissant C := max^i^i ...^jvf{C%^|^^^-^]7r}- On choisit donc C assez 

petit afin que C < c^*' . Ce qui implique h{x) = ou, de façon équivalente, 
que X est un point de torsion, ce qui contredit les hypothèses. Il ne nous 
reste plus qu'à montrer que D croît toujours quand C décroît vers 0"*". Cette 
propriété est équivalente à dire que la fonction D = D{C) est décroissante 
pour C croissant vers Cq. Etant donné C et C tels que < C < C , on 
montrera donc que D = D{C) > D' = D{C'). En effet, au choix de C on 
associe x G B>{k)NT de degré D sur k minimal tel que h{x) < C j^q^^^^j^-^k , 

et on choisit de la même manière x' G 3{k)NT et D' associés à C. Comme 
C" > C, on a alors que : 

c(iog+r>)- 

La minimalité du choix de D' = D(C') implique alors que D' < D, ce qui 
achève la preuve. □ 

On supposera, donc, la condition RV(r)* pour le module de Drinfeld 
D = Il s'agit d'une condition plus faible que RV(r) : dans les 

passages précédents, 011 on était sous la condition RV(r), nous avons montré 
comment les hypothèses 1 et 2 sont fausses avec le choix précis : 

C = C^-= ininio-^'^(2(d+i)ft('î')+i)(<?«+^+i-i)2c($)2 h{^)c{^) 

(QSrq'^CQ ' 

en effet, ce choix impliquait, suite à la condition RV(r), l'existence d'au 
moins q^'^'^^TW /2r degrp{l) éléments / G -Pdegj,{Oî où degrp{l) est fixé comme 
en ([THD. 



Dans la nouvelle situation, la condition RV(r)* n'est plus suffisante à nous 
garantir l'existence d'autant d'éléments dans Pdegj.{i){k), avec un tel degy(/). 
Cette nouvelle condition nous garantit l'existence d'assez d'éléments dans 
Pdegj,{i){k), seulement pour une valeur deg2-(/) suffisamment grande, mais 
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pas explicitée. Le seul moyen de pouvoir, donc, répéter les mêmes passages 
qu'avant, en gardant les mêmes choix des paramètres L, t, h, degj.(/) en fonc- 
tion de r, c($), d, D, est d'augmenter jusqu'à ce qu'il le faut la valeur 
de de façon que : 



degr(/) := /i(<î>)c(<î>) 



1, f A^ogD) 



r \ log log D 
soit assez grand pour pouvoir lui appliquer la condition RV(r)*. 

Le Lemme 4 nous garantit, alors, de pouvoir choisir D assez grand pour 
cela, quitte à choisir C assez petit. Plus précisément, nous choisissons un 
nombre iV$ G N étant le plus petit parmi ceux tels que pour D > la 
valeur du degré deg2-(/) des éléments de Pdegj,(/)(^), exprimée en tant que 
fonction en D comme on vient de le faire avant, soit, en accord avec la 
notation choisie dans la Définition 4, supérieure à A^($), oii : 



1 / A^oëN^y 

~^°g ^01 i 

r \ log log Nis> 



N{^) := h{^)c{^) 

et A^($) > A^($), oii A^(<î>) est justement la valeur indiquée dans la Définition 
4 telle que la condition RV soit respectée par tout élément / G S (A) dont 
le degré degy(/) soit supérieur à iV(<î>). Afin de pouvoir répéter les mêmes 
passages qu'avant et grâce au fait que la fonction en D dans laquelle deg2-(/) 
est exprimée, est croissante nous supposons sans perdre en généralité que : 



\-d+l. 



1 



ce qui nous permet de supposer D > comme précédemment. Nous 

remarquons en effet que dans le cas oii < g^+f^+i nous suffit de choisir 
N<p = g'î+c'+i Iq même résultat qu'avant, avec les mêmes estimations, 
restera valable ici. En sacrifiant, donc, la précision de la valeur C, qui ne 
sera plus Cq mais seulement en général < Cq, on peut appliquer la même 
méthode sous la condition RV(r)*, en obtenant finalement une minoration 
de la forme : 

^ ' - D(\ogDY 
avec fi et hi donnés en ([5]) et ([6]) et C < Cq, valable pour D > A^^. Pour 
D < on complète ce résultat encore une fois avec le Théorème 7. Ce qui 
nous amène finalement à l'énoncé complet du Théorème 1. 

Voyons maintenant comment on pourrait donner une valeur explicite de 
la constante C. Nous donnons ici un énoncé général. 
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Remarque 3. A tout choix d'un module de Drinfeld D = (Gq, $) de 
type RV(r)* correspond, d'après la Définition 6, l'existence théorique d'un 
nombre N<s> G N \ {0} avec la propriété suivante. En appelant : 



N{^) := /i($)c(<î>) 



-log Cq- — — 

r \ log log 



on a que 



où A^($) est celui qui est défini dans la Définition 6, et que pour tout D > 
Nq,, en conséquence du choix qu'on a fait de degj.{l) en tant que fonction 
en D, degrp[l) > A^($) > A^($). Suite à la Définition 6 on a alors que : 



degj,(0 



2r degrp{l) ' 



Nous répétons alors exactement la même méthode déjà utilisée sous l'hy- 
pothèse que le module de Drinfeld D = (Ga, $) était de type RV(r)*, mais 
en supposant D > au lieu de D > qi+'^+^ , Pour D > > g'ï+'^+i nous 
obtiendrons donc à nouveau : 



h{x) > 



h{<l>)c{<l>) (loglogD)'+^^(^)'^(^) 
768rg'^cJ+^''^*^'^*^ D(logD)i+vM*)c{*) ' 



où co est défini en (J^- Appliquant à nouveau le Théorème 7 au cas où 
D < N^, on pourra donc expliciter la constante C < Cq de la deuxième 
partie du Théorème 1 comme il suit : 



C = min{g 



-5d(2((i+l)h(<î')+l)(Af<i>-l)2c(<î')2 



/i($)c(<î>) 



}• 



768rg"Co 



3.2 Cas pas séparable 

Si X n'est pas forcément séparable sur k, soient Dp i son degré d'inséparabilité 
et Dsep. son degré de séparabilité sur k. On est donc dans la suivante situa- 
tion : 

D = [k{x) : k] = Dsep.Dp,i,; 

où : 

Dsep. = : k]sep. 6"t Dp i = [A;(x) : k]p i^ = p ; 

pour un nombre entier e G N opportun. On se propose d'étudier com- 
ment les résultats obtenus sous l'hypothèse de séparabilité se modifient avec 
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l'introduction de l'hypothèse d'inséparabihté. Ce que nous obtenons est le 
Théorème 2. 

Tout d'abord, on notera : 

où A;^ *' est la clôture purement inséparable de k dans k. Soient ai, G k 
les coefficients de engendrant, comme dans le Lemme 3, une extension 
finie k{^) :— k{ai, a^) de k, telle que : 

D' := [k{^,x) : A;($)]; 

D' ^ D' D' ■ 

OÙ : 

:= [k{^,x) : k{^)U,, et := [k{^,x) : k{^)U =:/; 

oia e' e N est tel que e' < e. Etant donné c($) := [k{^) : k] comme 
précédemment, on définit : 

ci($) := : A:],,,^. et C2($) := [A;($) : A;]p.,.. 

La preuve du Théorème 2 se déroule de façon analogue au cas séparable. 
En général la plupart des raisonnements ne sont pas concernés par les chan- 
gements, sauf un nombre limité de passages clés qu'on va reprendre. Le 
premier d'entre eux est celui qui est résumé dans le Lemme 3, dont la nou- 
velle reformulation est celle qui suit : 

Lemme 5. 1. Soit x G D(/c)jvr ayant degré d'inséparabilité sur k égal à 
Cl, '^D' les différents plongements de k{^, x) fixant k{^), 
où on note : 

D' = D:,^D'^,,, = [ki<^,x):km 
Pour tout couple (a, b) G telle que a/b ^ ¥g, on a : 

a,ma)ix)) ^ a.imi^)) 

pour tout couple G {1, D'^^p }'^ . 

2. Soit M, un sous ensemble de A formé d'éléments premiers entre eux à 
deux à deux. Alors le nombre d'éléments a E M pour lesquels il existe 
i ^ j dans {1, D'^^^} tels que crj($(a)(x)) = aj($(a)(a;)) est majoré 
par logD sep. /log2. 
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Démonstration. 1. En ce qui est du premier point, on répète les mêmes 
passages dont on s'était servi pour montrer l'analogue dans le cas 
séparablc, sauf pour le fait que le nombre de conjugués d'un élément de 
la forme ^{a){x), qui sont tous différents des conjugués d'un différent 
$(6)(a;), est au plus D'^^^ . 

2. Même ce point est prouvé avec les mêmes raisonnements qui montrent 
son analogue dans le cas séparable, sauf que sans l'hypothèse de séparabilité 
de X sur k, les ensembles I{a,i) ont une cardinalité au plus D'^^p , ce 
qui nous amène à une inégalité de la forme : 

donc : 

|M| <logD;,p./log2. 

□ 

Le Corollaire 2 reste par contre valable sans aucune hypothèse de séparabilité 

sur k{x)/k, ce qui nous permet encore une fois de choisir une minoration 
de D, que nous fixons encore k D > qi+'^+'^^ en minorant éventuellement 
h{x) > C2 '^"^ '^^^^ dans le cas où D < qi+'^+^ — 1, en répétant exacte- 
ment les mêmes passages déjà faits dans le cas séparable. 

Nous allons re-construire la fonction polynomiale auxiliaire dans cette nou- 
velle situation. 

Comme on a déjà fait, on se propose de construire un polynôme 

L-l L-l 

à coefficients dans A et un élément N & A \ {0} tels que le polynôme 
Gn{X) = G(X,$(iV)(X)) G A[^][X] \ {0} s'annule au moins à l'ordre 
t' :— tp^' en x. Comme précédemment, degrp{N) est tel que q'^^^stW y L — 1 
en imposant : 

degj,{N) := [^logL] + l; 

ce qui donne : 

L-K q'^^^stW < ^dj^ 

La condition d'annulation de Gn{X) en a; à l'ordre t' prévoit à nouveau 
qu'on cherche les coefficients de Gn{X) dans l'espace des solutions d'un 



51 



système linéaire à inconnues et t' conditions données par l'annulation des 
dérivées divisées de G]si{X) en x jusqu'à l'ordre t' . Nous montrons main- 
tenant que le nombre de ces conditions peut se ramener à t seulement. En 
effet, si X est zéro de Gn{X) on a comme première condition que : 

Gn{x) = 0. 

Il s'agit d'une équation linéaire à LP' inconnues dont l'espace des solutions 
contient évidemment celui auquel nous sommes intéressés. Par conséquent, 
les coefficients de Gn{X) qui nous intéressent seront tels que, dans l'anneau 
factoriel k{^)[X] : 

A(X)|G^(X); 

avec A(X) G polynôme minimal de x sur Comme le degré de 

pure inséparabilité de x sur est j = p^' , x est racine de A(X) 

à l'ordre p^'. Elle est donc racine au moins au même ordre de Gn{X) 
également. La condition de simple annulation de Gn{X) en x implique 
alors déjà implicitement les — 1 autres conditions : 

S^^Gn{x) = 0; 

avec /i < p^' — 1. De la même manière, intersecter cet espace de solutions 
avec celui de l'équation linéaire : 

Sp''^Gn{x) = 0; 

impose que : 

A(X)|Î||1; 

en tant qu'éléments de comme, par la Remarque 2, une telle inter- 

section implique que x est racine de Gn{X) à l'ordre au moins -|- 1, alors 
que les racines de A(X) ne sont qu'à l'ordre p^ seulement. Puisque on a 
qu'en effet : 

A{Xf\GN{X)- 
on aura aussi que les p*^' — 1 conditions : 

S^^GNix) = 0; 

avec h — p^' + 1, 2p^' — 1 sont conséquences de la condition précédente 
d'^" '>Gn{x) — 0. En conclusion, en répétant les mêmes passages à chaque 

condition Gn(x) = 0, d^''^GN{x) = 0, d«*-^>'')G'7v(x) = 0, le système 
linéaire qu'on a effectivement à résoudre est finalement de la forme : 

d^^P^'^GNix) = 0; 
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avec /i = 0, i — 1 et il est équivalent (et non pas simplement contenu) à 
celui de la forme d^^^GM{x) = pour chaque h = 0, t' — 1. 

L'estimation des coefficients de Gn qui suit du Lemme de Siegel est 
alors : 



t-i 



L2 - tDc(^) 



(idegy(Ar) 



h=0 {a,b,n)Gl(i,j,h) 



i=0 



OU : 

h) := {(a, b),0 < a < min{i, h}, <b < min{j, h}, 

ddegj,{N) ddegj,(N) 

,a+ ^ HiQ' = hp""', ^ ni = b}. 

i=0 i=0 

On remarque que la formulation du Lemme de Siegel est indépendante de 
l'hypothèse de séparabilité ou d'inséparabilité, indiquant avec D le degré 
total de X sur k. En reprenant les mêmes passages relatifs au cas séparable, 
on parvient à la majoration suivante des coefficients du polynôme Gn{X) : 



Dc($) 



^ ^ 0</i<t-l 



x) + h{'è{N){x))] + degr(A^)/i($)/i/). 



Nous choisissons ici : 



L :-- 



. DlogD 

'(l0gl0gD)2 



+1; (47) 

t:= cg ^p;; ; (48) 
. (loglogD)3 J 

(l0gl0gD)2J 

oia Cq est un nombre entier positif qu'on choisira de manière opportune plus 
tard. En supposant : 

co > c($); (50) 

nous avons encore une fois que : 

- tDc{^) > -L'; 

suite à la condition D > q'i+d+^. En dévéloppant les calculs comme dans le 
précédent cas nous obtenons alors que : 
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hiPij) < E {LHx) + hmN){x))]+degAN)hmp^')< 

^ ' 0</i<t-l 

< 2^^^ y (2 + Aid + l)/i($)L + degr(iV)/i($)/i/) < 

0</i<t-l 

< 2^^^{2q''L'h{x) + A{d+l)h{^)L + ^h{^){\ogL)tp'') < 

< VDtc($)/i(a;) +8((i+ l)/i($)c($)— + /i($)c($)-— ^logLp^'; 
où on a choisi : 

deg^(7V) 



-logL 



+ 1. 



Le polynôme auxiliaire : 

L-l L-1 
i=0 j=0 

est tel que : 

G^^'''\x) = AixY-'^'Rnixy, 

pour tout /i' = 0, /i — 1. Si / G A est un polynôme unitaire et irréductible 
de degré deg2^(/), respectant l'hypothèse RV, supposons que : 

Comme précédemment, nous allons estimer la hauteur de cet élément avec 
une majoration et une minoration, pour tout h' = 0, /i — 1. Si : 



alors : 

h{C) < [k{^,x) : fc]/i(G'îî'^''H$(/)(a;))) < : fc](/i(pi,)+L[/i($(/)(a;))+/i($(iV/)(a;))] + 

+ degT{N)h{^)h'p''). 

D'un autre coté : 

h{C) = h{C') > max{0,deg^(/)t;KC)} > [k{^,x) : fc] deg^(/)(t - h'); 
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si w{x) > pour toute w\vi. En effet, en sadiant que la restriction de w h 
k{^) a degré d'inertie 1 sur vi, on peut montrer avec les mêmes passages 
qu'on avait fait dans le cas séparable que : 

A(<î>(/)(x)) = mod w; 

ce qui nous donne la dernière inégalité. 



S'il existe par contre, comme l'on a déjà remarqué, une extension w\vi 
telle que w{x) < 0, la même minoration directe de la hauteur canonique de 
X qu'on avait trouvé dans le cas séparable vaut également dans la situation 
générale. 

L'inégalité finale se présente donc sous la suivante forme : 

degT{l){t-h) < degT{l){t-h') < h{pij)+L[hmi){x))+hmNl){x))]+degT{N)h{^)h'p^' < 

< h{pij) + 2q'^^^^^^^^L^h{x) + A{d+l)Lh{^) + degT{N)h{^)hp^' . 

Encore une fois on remarque que h <t/2 et donc que : 

^ n+ 1 r)+2 

degT(l)t < C4{{Dtc{^)h{x) + /i($)c($)— + /i($)c($)--^(logL)p^')+ 

+qddegAi)i2j^(^^^ + L/i(<î)) + i(logL)/i($)/ip"') < 

Ci 

^ 1 Df^ 1 

< C4(g'^'^"^^^')L2/i(x)+/i($)c($)L+/i($)c($)-— -logLp^'+-/i($)c($)logL/ip^'); 

(51) 

011 C4 := 24^*^ et en utilisant le fait que > tDc{^). En imposant : 



deg^(0 := /i($)c($) 



1 / , (logD)V^' 



nous devons montrer les inégalités suivantes : 

degT{l)t > 4c4/i($)c($)L; 

1 Df'^ 

degAl)t > Ac^h(^)c{^)-—\ogLp''; 

degT{l)t > 4:cÀh{^)c{^) \og Lhp"' . 
a 



(52) 
(53) 
(54) 
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Nous remarquons encore une fois que pour D > g'J+d+i nous avons que : 
degr(/)t > ^ - (4 log co+3 log log D+2 log/ -log log log £')cg ^ j"^ > 



2r^ ^ ^ ^ ^^^y ^ (log log 

a 3 D\ogD 



r (log log iJ)"' 



La première inégalité est de cette forme : 

« _Dlog^ , DlogP 
r (log iogOy (log log ) ^ 



donc : 

co > 8c4r. (56) 
La deuxième inégalité est sous la suivante forme : 

a 3_DlogZ^ a clD\\ogDfp^^' (log log D)^ 

7'°(l0gl0gD)2^ -^"'d (l0gl0gD)6 câD2(log^)2p2e'(^i°gC0+lOg/; + 

+ log log D — 2 log log log D + log p^' + log 2)^*^' ; 
elle est donc impliquée par la suivante : 

-"° n^!"^n^2 / > 4c4^y-4^(21ogco+21ogD+loglogD+log2)/; 
r (log log L))^ et (log log D)"' 

Celle-ci est elle même impliquée par la suivante : 

CologD > — i(21ogCo + 41ogD). 
d 

Pour montrer cette inégalité nous demandons alors que : 

^ 32rc4 YQSrq''' 

et que : 

, ^ 16rc4 , 384rg'^ 

Co log D > — ^ log Co = log Cq. 

Comme déjà montré dans le cas séparable une telle condition est impliquée 
par la (135|) : 

Co > 768rq'^. 

La troisième inégalité est finalement impliquée par celle-ci : 

a n D log D , AcAa , , , ^ 

-cl ,, 1 n^2 P ^ ^ 2 log Co + log D+ 
r (log log iJ)^ d 
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+ log log - 2 log log log D + log p^' + log 2 ) co - — ^ v"' ■ 

(log logiJ')^ 

Celle-ci est alors conséquence de la suivante : 

c^logD > ^(21ogco + 41ogD); 

et une telle condition est conséquence immédiate de la fl35|) à plus forte 
raison. 

La condition : 

implique donc que l'inégalité (15T|) est fausse pour tout h' = 0, h—1, ce qui 
implique que le polynôme Gn{X) s'annule avec multiplicité hp^ en <î>(/)(x). 
Nous allons montrer alors, comme on l'avait déjà fait dans le cas séparable, 
qu'il a un nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, supérieur à son 
degré, ce qui nous donnerait la contradiction cherchée. 

Comme on a montré qu'une telle condition implique que Gn{X) s'annule 
en $(/)(a;) quelque soit / irréductible et unitaire dans A de degré deg2^(/), 
la condition RV supposée être satisfaite par / nous avons alors, suite au 
Lemme 5, que Gn{X) a au moins : 



qrdegj.{l) 



log 2 J'^^-P '^P ' 



2r degj>(Z) 

zéros comptés avec leur multiplicité. D'un autre côté nous savons aussi que : 

deg^(G'jv(X)) < 2{L - l)qdd^siT{N) < 2qdL\ 
Ce qui nous amène alors à devoir prouver l'inégalité suivante : 

„r-degj,(0 ]c>g^ D \ D 



-h > 2gU^ 



2rdegr(0 log 2 J c(<î>) 
Nous demandons, suite au Lemme 5, que la condition suivante : 



2rdegr(/) " log2 ' 

soit satisfaite. Avec les encadrements usuels des parties entières (voir la 
preuve de l'inégalité f l39|) ) on a alors que : 

, / 4(logD)V! 



> 



2rdeg7.(/) ~ g'""2a(41ogco + 3 loglog D + 2 logp*^' - logloglogD) ' 
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La condition cherchée est alors conséquence de celle-ci : 



4{logD)Vl\" 
''O loglogD J ^ ^^OgDs 



g™2a(41ogco + SloglogD + 21ogp^') ~ log2 
Cette dernière est d'ailleurs conséquence de celle-ci : 

c^°(logD)3"-y"^' > (loglogD)"(41ogCo + 31oglogD + 21og/). 

log2 

Une telle inégalité est impliquée par les trois conditions suivantes : 
c^"(logD)3"-y"^ > -^(loglogD)"logCo; 

c^"(logD)^"-y"^' > ^^(loglogD)"+^ 

c^"(logD)3"-y"" > (loglog-P)"logP'- 
La première de ces trois inégalités est satisfaite par la condition suivante : 

c^" 48g™a 



log co log 2 
En supposant : 

Co > 2g; (59) 
la condition ( 158|1 est conséquence de son côté des deux conditions suivantes : 

— > ; 

log2 + 1 - log 2' 

et : 

4a— 3 ^ n^'^- 
H — H ■) 

qui sont toujours respectées pour tout q puissance d'un nombre premier, 
a > 1, r < 1, > 

La deuxième condition est d'ailleurs conséquence de l'inégalité suivante : 

"'"^ - log2 • 



Une telle condition est vérifiée suite à fl59|) . La troisième condition est fina- 
lement conséquence directe de la fl58|) . 
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Nous nous sommes donc reconduits à devoir prouver l'inégalité suivante : 

-h > 2q'^L^. (60) 



4r deg2.(/) c(<î>) 

L'inégalité qui précède la condition (139|) nous amène donc finalement à la 
condition suivante : 

^0 loglogD ) D 1 D ^ 

qro^Aa{A log cq + 3 log log D + 2 log p^' - log log log D ) c( $ ) 2 ^° (log log D ) ^ " 

"(loglogD)"'^ 
Ce qui est impliqué par l'inégalité qui suit : 

C^"-3(logD)3— V^"-'^'^' 



> 1. 



64ç™+°'a(4 logco + SloglogL» + 21ogp^')c(<î>)(log logL')"-^ 
En appellant : 

X:=logD; 

et se souvenant du fait que c($) < a, il nous suffira de montrer l'inégalité 
suivante : 

4a-3 x^3a-2„2(a-l)e' 
^0 ^ P y 



64g<^+™a2(41ogco + 31ogX + 2\ogp^'){\ogXY-^ 
Une telle inégalité est conséquence de celle-ci : 

64g'^+™a2((41ogco + 2 logj9^')(logX)"-2 + 3(logX)"-i 

Elle est conséquence des conditions qui suivent : 

768g'^+^"a2QQgj^)a-2iQg^^ ^ 

384g'^+™a2(logX)"-2 

C4"-3X3(«-1) 
57gçd+ra^2QQgj(^)a-l 



< 1. 
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La première des trois dernières inégalités est impliquée par la condition 
suivante : 

logco 

En imposant : 

co > AdaY+"'; (61) 

oii74eN\{0}, une telle condition est conséquence des trois inégalités 
suivantes : 

> 2304; 



logA 
Ad 
d + log d 

Aa 
3 log a + a 



> 2304; 
> 2304. 



Le choix : 



A := 35000; 

nous donne alors la condition cherchée. Nous demandons alors que : 

Co > 35000da\'^+''". (62) 

Les deux dernières inégalités sont par contre une conséquence directe de la 
première. 

Nous obtenons donc la minoration suivante de la hauteur canonique de 
X : 

1 n\4. g 3 DlogP e' 
N > àegrp[l)t ^ r^O {loglog DfP ^ 

loglogD J ^^0(loglogD)4i^ 

^ ^(loglogi^)^+^ 

~ 384g%'^+'(logD)^+V^+i)^'L>' 

La majoration : 

nous donne finalement l'énoncé du Théorème 2. 
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4 Appendice : Modules de Drinfeld et pre- 
miers à réduction supersingulière 

Nous examinons ici les situations oii un module de Drinfeld respecte 
effectivement la propriété RV(r)* pour < r < 1. Grâce au travail de G. 
David |Davj Tlieorem 1.2, nous sommes déjà en condition de pouvoir dire 
que, '"en moyenne'", les modules de Drinfeld de rang 2 (supposés à coef- 
ficients dans k) satisfont la condition RV(r, Cg)*, avec r = 1/d = 1/2 et 
Cq > une constante ne dépendant que de q. Nous souhaitons ici étendre 
à un rang quelconque la possibilité d'exhiber une classe qui contient suffi- 
samment de modules de Drinfeld qui respectent la propriété RV(r)* pour 
un certain r. Au cours de notre raisonnement nous utiliserons dans un pas- 
sage clé le Théorème de Chebotarev effectif (voir Théorème 13), dont 
la formulation nous amène à considérer la classe suivante de modules de 
Drinfeld. 

Définition 9. Soit r g]0, 1] un nombre réel et Ci > une constante positive. 
Soit D = (Ga, $) un module de Drinfeld auquel on associe un nombre naturel 
rj. Nous disons que ce module de Drinfeld est RVrj(r,ci)* s'il existe un 
nombre naturel A^($) dépendant du choix de D tel que pour tout N tel 
que N > A^($) et que N = 1 mod (rj), on ait : 

rN 

\{lePN{k),l est RV}\>Ci^. 

Gomme il est possible de le remarquer immédiatement, cette classe 
contient, r et Ci étant fixés, la classe RV(r, ci)*, avec laquelle elle coïncide 
dans le cas oii ?7 = 1. Nous proposons donc une preuve du fait qu'un mo- 
dule de Drinfeld ayant ses coefficients dans k, de type GM (ou à mul- 
tiplication complexe) et de rang d premier respecte toujours la pro- 
priété RV^(1, l/2(i)*, oii ?7 est un nombre entier qu'on définira plus tard, 
ne dépendant que du choix du module de Drinfeld. 

Il est facile de voir qu'on peut donc obtenir pour ces modules des mino- 
rations de la hauteur des points pas de torsion similaires à nos Théorèmes 1 
et 2. En effet il suffit de choisir dans la preuve de transcendance deg^(/) = 1 
mod {rj) (voir Remarque 3), ce qui ne demande qu'à modifier des constantes 
dans nos preuves et permettrait d'obtenir une minoration de la hauteur 
canonique de même ordre de grandeur en D que celle contenu dans les 
Théorèmes 1 et 2. Etant donné la lourdeur des constantes à expliciter nous 
ne détaillerons pas la nouvelle constante C qu'on obtiendrait. 
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Avant de commencer et pour se conformer à une notation universelle (voir 
par exemple [Brownj ou [P]) on appelle un élément p{T) G S (A) unitaire 
respectant la propriété RV par rapport à un module de Drinfeld D = (Ga, $) 
assigné, un premier à réduction supersingulière de $. 

Jusqu'à présent on a considéré toujours le cas des modules de Drinfeld 
définis sur un corps extension finie de k. En général, ce n'est pas forcément 
le cas et, plus précisément, on a la notion de caractéristique d'un module 
de Drinfeld défini sur un corps J-". On donne un morphisme : 

i: J'; 

qui fait de J-" un A— module et dont un générateur p(T) G S{A) du noyau 
(on suppose ce polynôme unitaire à une multiplication par un élément de 
F* près sans rien perdre en généralité) est appelé caractéristique du module 
de Drinfeld défini sur J-". On dira que J-" est un A— corps s'il existe un tel 
morphisme i. Par abus de notation, i et étant fixé, on continuera de noter 
D = (Ga, $) le module de Drinfeld. Jusqu'à présent les modules de Drinfeld 
qu'on a considérés étaient de caractéristique 0. 

Soit D = (Ga,$) un module de Drinfeld de caractéristique quelconque, 
défini sur un corps J-" qui est aussi un A— module. On définit, alors : 

End^i^) := {P(r) G J^{r}, Va G A, <î>(a)P = P$(a)}. 

Il s'agit d'un A— module via l'action de $ et il est aussi un sous-anneau de 
J-'{r}. Comme on peut le constater, il n'a pas d'éléments de A— torsion|fl et 
par conséquent c'est un module projectif. Comme A est un anneau princi- 
pal, Endjr{^) est en particulier un A— module libre. Mieux encore, on a le 
Théorème suivant : 

Théorème 9. Endjr{^), quelque soit la caractéristique de $, est de rang 
fini et < sur A, d étant le rang de 

Démonstration. Soit a un élément dans A, premier avec la caractéristique 
de $. On a, alors, (voir [Gossj . Theorem 4.7.8) l'inclusion naturelle : 

End^($) ®A Al{a) ^ EndA{^a]) ^ Er2dA/(a)(<ï>H) - {AI{a)Y'"'. 

En effet, si P{t) est sur $[a], cela veut dire que $(a)(r) en est diviseur 
droit dans l'algèbre de Ore J^{t}. Les propriétés de cette dernière impliquent 

8. On remarque que $ : A —s- J-{t} est injectif dans tous les cas en tant que morphisme 
d'algèbres. 
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donc que P = Po^{a), avec Pq G Endjr{^). Ce qui correspond à l'élément 
dans Endjr{^)/aEndjr{^). Or, si M := Endjr{^) n'était pas un A— module 
de type fini, on aurait, pour tout i G N \ {0} : 

mi, rrii eV := Endjr{^) ®a koo] 

éléments fcoo— linéairement indépendants, engendrants l'espace vectoriel : 

i 

Vi := 0mjfcoo C V. 

Le A— sous-module := ViClM est alors de type fini, libre et de rang i. Les 
deux premières conclusions sont évidentes. Pour la troisième : on remarque 
que Mi est un sous-A— module discret]^ de Vi, comme A est sous-module dis- 
cret de koo (il suffit de choisir le voisinage ouvert N := {x E k^o, vi/t{x) > 0} 
de 0), et que fcoo est un corps local, tel que koo/A est compacte par rapport à 
la topologie 1/T— adique. Un résultat général (voir |Gossj . Proposition 4.6.2) 
nous dit alors que dans une telle situation le sous- A— module est de type 
fini et de rang sur A au plus i = dimfc(Vi). Comme un sous-A— module d'un 
module libre est encore libre, Mj = A\ avec j < i. Mais M est A— module 
libre et Vi ^ fcj^, ce qui implique forcément j > i, puisque Mi = Vi H M. 
En effet, pour tout nij G /^oo \ {0} il existe toujours aj G ■:^A tel que 
mj := rrijaj G A. Une A— relation entre les i éléments rni,...,rni est de 
la forme X]j=i /^i^' — 0; (/^i; •••5 A) ^ \ {0}. Elle ne peut donc pas 
exister sans entrer en contradition avec l'hypothèse de fcoo— indépendance 
linéaire de mi, ...,mj, ce qui prouve l'existence d'au moins i éléments de M 
A— libres dans Vi. Par conséquent, pA_{Mi) > i. Soit, donc, 7^ a G A. On a 
que a~^Mi/Mi C a~^M/M. En effet, si m G M est aussi dans a^^Mj, alors 
m E M r\Vi = Mi. On remarquera aussi que a~^Mi/Mi ~ {A/{a)y. On 
a donc une suite de sous-A— modules de la forme {A/{a)y contenus dans 
M/aM ~ a~^M/M, pour tout i G N \ {0}. Comme, d'ailleurs, on vient de 
prouver aussi que M/aM C EndA/(a){^[(A)y dont le rang en A est < d"^, 
on a la contradition à l'hypothèse que le A— rang de M soit infini. On aura 
donc M = Mi, et i < d"^. Par conséquent, Endjr[^) a un rang < d"^, en tant 
que A— module. □ 

On met en évidence comment ces passages ne nécessitent aucune hy- 
pothèse sur la caractéristique de $. 

9. Soit V un espace vectoriel de type fini sur un corps de valuation K. Il est donc 
muni de la norme du sup ||.||oo- Un sous-groupe additif H de V est dit discret si et 
seulement s'il existe un voisinage ouvert TV de dans V tel que N f) H — {0}. 



63 



On a déjà remarqué, en caractéristique 0, comment la fonction exponen- 
tielle est non seulement un revêtement topologique de $, mais aussi un 
morphisme algébrique entre le A— module C trivialement défini par la mul- 
tiplication usuelle, et le module de Drinfeld D = (Ga,$). On sait que le 
noyau A de cette fonction est un A— réseau de rang d, où d est le rang de $, 
et par conséquent on peut identifier, étant donné n'importe quel a E A, les 
points de a— torsion de $ aux éléments de a~^A/A à travers l'exponentielle. 
En particulier, on a l'isomorphisme de y4/(a)— modules : 

$[a] ~ a-^A/A ~ {A/{a)Y. 

Plus précisément, on a une immersion naturelle : 

End^i^) ^ Endc{A); 

où l'anneau End{A) des endomorphismes du réseau A est défini comme il 
suit : 

End{A) := {c eC,cAc A}. 

Mieux encore (voir |Gossj . Théorème 4.6.9) on a une équivalence entre la 
catégorie des modules de Drinfeld à caractéristique et la catégorie des 
^—réseaux, oii la définition de morphisme dans les deux cas est analogue à 
celle d'endomorphisme. 

Tout ça n'est cependant plus vrai en caractéristique piT) G S (A). Dans 
ce cas il n'y a plus d'isomorphisme $[a] ~ {A/ {a)Y que dans la situation oii 
a est premier avec la caractéristique p de $. Si ce n'est pas le cas, en effet, 
le polynôme additif associé $(a)(X) n'est plus séparable et par conséquent 

qui montre aussi comment la catégorie des A— réseaux 
dans C est équivalente à celle des modules de Drinfeld à travers l'exponen- 
tielle, seulement dans le cas à caractéristique 0, seule situation dans laquelle 
la construction de ce revêtement est possible. 

La conséquence immédiate de tout ça est que l'anneau Endjr{^) est com- 
mutatif si $ est à caractéristique (puisque Endc{A) l'est clairement), mais 
pas forcément en caractéristique p(T) 7^ 0. 

Lemme 6. Soit $ un module de Drinfeld de caractéristique défini sur le 
corps T , de rang d. Le rang p($) du A— module Endjr{^) est un nombre 
qui divise d. 
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Démonstration. On a déjà remarqué pourquoi ce A— module a un rang fini, 
et < d'^. En tant qu'anneau il est donc entier de degré n sur A. Ainsi on 
peut étendre de façon naturelle l'homomorphisme : 



de la façon suivante : 



$ : A ^ J^{r}; 
P{t) ^ P{t). 



grâce à la relation algébrique induite par l'intégralité, on peut voir comment 
cette application est compatible avec l'originelle sur L'extension $ de 
$ à Endjr donne lieu à un nouveau module de Drinfeld, défini cette fois sur 
une extension entière de A, et de rang d\d. Etant toujours de caractéristique 
0, il est aussi associé à un E'nc? jr($)— réseau de rang d dans C, qui doit 
forcément être aussi un A— réseau de rang d restreignant $ à $. Comme 
tout £'n(ij-($)— période de A est un entier de degré p sur A, on obtient par 
conséquent que : ^ 

pd = d. 

Ce qui prouve l'assertion. □ 

Définition 10. Soit $ module de Drinfeld de caractéristique quelconque, 
défini sur un corps L. Soit K/k une extension finie de k =Frac(A). Soit 
Ok A— ordre de K . On dit, alors, que $ est de type CM par rapport 
à Ok s'il existe un plongement algébrique Ok ^ Endil^). 

Lemme 7. Soit $ un module de Drinfeld défini comme dans la définition 
10. On suppose qu'il est de type CM par rapport à Ok- H est alors isogène 
sur L à un module de Drinfeld \E' de type CM par rapport à l'ordre maximal 
des A— entiers Ok- 

Démonstration. Voir |Gossj . Proposition 4.7.19. □ 

Définition 11. Un module de Drinfeld D = (Gq, $) défini sur T extension 
finie de k, est dit de type CM ou bien à multiplication complexe si le 

rang de Endjr[^) en tant que A— module est d. 

Remarque 4. Tout module de Drinfeld de rang 1 est à multiplication com- 
plexe. 



10. On remarquera aussi qu'en général ce n'est pas toujours possible d'étendre $ à 
n'importe quelle extension entière de A. 
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Définition 12. Soit $ un module de Drinfeld de caractéristique et de 
rang d, et soit JF le corps de ses coefficients. Soit : 

$(T)(r) = T + air + ... + a^r'^ G 7{t}. 

Soit p{T) G S (A). Soit Ap(^T) l'anneau des p{T) — entiers de T . Soient, 
respectivement, A^o et Ap(T)^ les complétés de A et Ap(^T) p(ii" rapport à 
la valuation 1/T—adique. Il existe alors un unique Pp,oo G Spec Ap^ qui 
étend p{T) e Spec A^. Nous convenons d'appeler p{T) premier de bonne 
réduction de $ si les coefficients de $ sont tous contenus dans Op^^, 
anneau de Pp^^— valuation de T , et G ^Pp^- 

Soit $ un module de Drinfeld de rang d et de caractéristique 0. Tout 
p(T) G S (A), sauf un nombre fini, est premier de bonne réduction de Les 
coefficients de ce dernier sont donc dans Op^^^. Cette réduction donne lieu 
alors à un module de Drinfeld réduit : 

: A^Fg.{T}; 

de même degré d et de caractéristique p{T). Les coefficients de sont en 
effet contenus dans le corps résiduel ¥qs :— Op^^/Pp^^o-, où '■ 

s = [OpUPp,oo : F,] = [Op^,jPp,oo : A/p{T)] deg^(p(T)) = f{P,,M degAp{T)). 

Nous convénons d'appeler dorénavant avec un abus de notation réduction 
de $, ou de ses coefficients, modulo p{T), ou modulo Vp la réduction 
de ces objets modulo Pp,oo- On appelle : 

F := T^ 

On a, alors, que F G Endf^si^"^)- Comme on a déjà remarqué, il s'agit 
d'une A— algèbre de rang < d"^, centrale sur A (ce qui veut dire que A est 
bien son centre), pas forcément commutative. On a donc toujours l'action 
de A sur cette dernière par l'homomorphisme d'algèbres : 

qui est encore injectif. On considère Endjr[^)/A comme une extension 
entière finie d'anneaux. En général on ne peut pas étendre l'homomorphisme 
(tout comme à une extension entière de A, mais la nature même des 
éléments de Endj^{^) rend une telle extension naturelle dans ce cas parti- 
cuher. Plus précisément, on étend à : 

: Endjr{^) ^ Endf ,{^''^) 
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où P{tYp est obtenu en réduisant modulo p(T) les coefficients de P{r). On 
remarque, en effet, qu'une telle application a son image dans Endf^^{^^ 
(pour tout ae A, P(r)^''<î>a'' = (P(r) = ($aP(r))^'' = <î>a"P(r 
et qu'elle est injective (si P^ryp = 0, P(r) G Endjr{^) \ {0} est élément en- 
tier sur y4, satisfaisant un polynôme minimal f{X) G ^[^] dont le coefficient 
constant a est forcément différent de 0. Comme {-Y^ est un homomorphisme 
d'algèbres, /(P(r)) = implique /(O) = /(P(r)^î') = f{P{T)Y^ = 0, im- 
plique $^î'(a) = 0, qui, suite à l'injectivité de ^^p, implique a = 0). Comme 
conséquence de cela on a que le A— rang de Endr^^i^"'') ^st en théorie 
supérieur à celui de Endjr{(è). 

Nous étendons également $ et ^""^ à de façon naturelle. En effet, l'algèbre 
de Ore F{t} admet l'algorithme de division à droite et il est donc possible 
de la plonger dans son algèbre de division des fractions droites, qui contien- 
dra de façon naturelle Frac(i?ndjr($)), oii Endjr{(è) contient l'image de $ 
dans ^{t}. On répète les mêmes passages encore plus facilement pour <î>''p, 
¥qs étant un corps parfait et donc tel que Fg^jr} admet l'algorithme de 
division à gauche aussi, constituant un Fg[P]— ordre maximal dans Fqs(r), 
voir [Gossj . Lemma 4.12.6. 

On sait (voir [Goss] . Proposition 4.7.13) que chaque isogénie entre deux 
modules de Drinfeld divise un élément de A \ {0}. On va donc tensoriser 
sur A par k la catégorie des modules de Drinfeld et des isogénies. On étend 
donc de façon naturelle les homomorphismes d'algèbres $ et ^'"^ à fc. Si w 
est une place sur k on appelle : 

K,($^'') ■.= T^{^^-)(^Ak; 

oii Tyj{^'"p) est le A^— module de Tate (voir [Gossj . paragraphe 4.10, pour 
la définition). On rappelle que dans le cas o\xw^ p(T) : 

On sait que F est entier, en tant qu'élément de End¥^^{^^p), sur A. On 
appelle n son A— degré. On appelle d'ailleurs : 

D := Endf^^ ^ A k. 

11. L'application de réduction modulo Vp des coefficients est en effet un homomor- 
phisme d'algèbres : 

mais pas forcément surjectif, en accord avec le fait que, à la différence de Endjr{^), 
-EndFgs ('&"") n'est pas nécessairement commutative. 



67 



Soit : 

E := k{F) C D. 

On appelle : 

n:=[E : k]; 
t:=[K: E]; 

où K est un corps maximal dans D contenant E (voir |Gossj . Corollaire 
4.11.15 pour voir que leur dimension sur E est toujours la même et qu'ils 
sont égaux à leurs centralisateurs dans D, en sachant, voir |Gossj Lemma 
4.12.7, que l'algèbre de division D est centrale sur E). On a alors le Théorème 
suivant : 

Théorème 10. 1. Il n'y a qu'une seule place Pe sur E qui est zéro de 
F, et une seule place ooe sur E qui divise oo. 

2. Vyj{^'"p) est Ey^— espace vectoriel de dimension t pour toute place w ^ 
Pe, ooe dans E, alors que Vpj^{^^p) = 0. 

3. d = tn. 

4. Woob(^) = -n. 

Démonstration. Voir |Goss] . Théorème 4.12.8, points 1, 3, 4 et 5. □ 

Lemme 8. En considérant E/k comme une extension de corps dans D 
construite à partir du plongement de k dans D par ^""p , où p{T) G S (A) 
est premier de bonne réduction de $, Pe est une place dans E étendant p 
dans l'extension entière Oe/A, où Oe est l'anneau des A— entiers de E. 
Par conséquent : 

p{T)\NE/k{F). 

Démonstration. On sait que (voir |Gossj . paragraphe 4.11) toute algèbre 
L{r} avec L corps, est une algèbre de Ore, ce qui veut dire qu'on peut 
la plonger de façon naturelle dans son algèbre (gauche) de division des 
quotients. Si L (comme ¥qs) est un corps parfait, elle peut être plongée 
dans son algèbre de division droite des quotients aussi, et les deux structures 
à éléments inversibles sont isomorphes de façon canonique. On peut donc 
utiliser sans ambiguïté la notation Fqs(r). On est donc dans la situation 
suivante dans D : 

^^v{k) c ^''^{k){F) C Fg.(r). 

On remarque, alors, comment r est une place divisant F dans cette ex- 
tension. Comme Pe est la seule place zéro de F dans E^ il s'ensuit que 
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t\Pe. D'un autre coté, $(p(T)) = 0(r), ce qui veut dire que r\p{T) dans 
l'extension totale. Par restriction on a finalement que : 

PElpiT). 

Se souvenant du fait que F est entier sur A, on peut établir une relation de 
la forme suivante : 

oo, ...,an-i G A. On a donc que ao = NE/k{,F). Le point 1 du Théorème 10 
nous dit d'ailleurs que l'idéal principal (F) dans Oe est de la forme : 

(F) = P-E. 

L'indice n vient du point 4 du Théorème 10, sachant que : 

w\{F) 

Comme : 

(F) n A = n A D (Ps n AY = {p{T)Y; 

et : 

(F) n A = P^ n A c Piî n A = (p(T)) ; 

il s'ensuit que : 

(p(T)r c(F)nAc(p(T)); 
ce qui veut dire qu'il existe un nombre naturel /3 < n tel que : 

{F)nA={p{T)f. 

La relation polynomiale en F montre comment (F) D ao0_E;, ce qui implique 
que p{TY\aQ dans A. □ 

Si L est un corps et $ et \1/ sont deux modules de Drinfeld à ca- 
ractéristique quelconque, définis sur L, de même degré, et w ^ char(L) une 
place de A, on a (voir |Goss] . Proposition 4.12.11) un plongement naturel : 

HomL{^,^) ®A A^ HomA^{T^m,T^{^)). 

Si L = ¥qa et G := G{¥qa /¥qs)^ les deux modules de Tate deviennent des 
[G]— modules, et on a le résultat suivant ( [Gossj . Théorème 4.12.12) : 
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Théorème 11. 1. Sous les hypothèses précédentes, oùp := char{^'"p) = 

Hom^^, , ) ®^ ^ HomA^ [g] (T^ ) , ) ) • 

2. Si m{X) G A[X] est le polynôme minimal de F sur (^'"^{A) et f{X) G 

son polynôme caractéristique en tant qu'endomorphisme agis- 
sant sur Tw{^''p) : 

fiX) = miXy. 

3. Deux modules de Drinfeld $ \E' sur ¥qs sont isogènes si et seulement 
si m$ = 

Pour la preuve, voir la référence. On remarque juste qu'étant donné 
le premier point, les deux autres suivent facilement. En effet, si A est va- 
leur propre de F agissant sur T^{^'"p), elle doit forcément annuler le même 
polynôme minimal m{X) à coefficients dans une algèbre d'operateurs sur 
T^($''p) par le premier pointEl. Sachant que w ^ p{T) implique ~ 
fc^ et que d = nt, on a le deuxième point. De la même façon, on notera que : 

V^i^-'^) ^ ik^[X]/m{X)y. 

Si donc, $ et modules de Drinfeld sur Fgs sont isogènes, l'isomorphisme : 

//omF^.($,^) (S)A K ^ ifomfe^[G](K;($),K«(^)); 

rend l'isogénie P{t) entre les deux modules de Drinfeld un isomorphisme 
d'espace vectoriels : 

: (A;^[X]/m$(X))** ~ (A;^[X]/m^(X))**; 

ce qui donne t$ = et m$(X) = m<j,{X). 

En particulier, on a un plongement naturel des classes d'isogénie de modules 
de Drinfeld de degré d définis sur ¥gs et les classes de G (fc/ A;)— conjugaison 
des nombres de Weil de rang d pour l'A— corps ¥gs ou, de façon équivalente, 
les polynômes minimaux m(X) associés à char(Fgs)[^ (voir |Goss] . définition 

12. Si A est valeur propre de F G End^^^^Q] il existe x G r^($"j')\{0} tel que 
Fx = Xx. Alors, F^x = F{Fx) — FXx. Comme, par le premier point, A G Endr^s (^^p), 
on a que FA = AF, ce qui implique que F^x = X^x pour tout /i > 0. On a donc que 
m{X)x = m{F)x = et, puisque ru,($"j') est un anneau intègre, que to(A) = 0. 

13. On remarque qu'étant donné un premier p{T) dans A, l'automorphisme F dans 
Endr s est un élément tout à fait différent de son interprétation dans Endr s (^"p), 
pouvant même avoir un degré différent sur A dans chaque situation. 



70 



4.12.14). Ce plongement est en effet (voir |Gossj . Theorem 4.12.15) une bi- 
jection. 



On énonce, finalement, le critère dont on va se servir pour repérer les pre- 
miers à réduction supersingulière de $, parmi ceux de bonne réduction. Voir 
|Gossj ■ Proposition 4.12.17 pour l'énoncé complet. 

Théorème 12. Soit ^""p module de Drinfeld de rang d et de caractéristique 
p{T) réduction modulo p{T) du module de Drinfeld $ à caractéristique 
défini sur T . Les situations suivantes sont alors équivalentes : 

1. Il existe une extension finie Fgas de ¥q3 telle que : 

dimfc(EnrfF,.s ($'''') ®a = d^. 

2. Il existe une puissance F" de F telle que F" G A. 

3. p{T) est un premier à réduction supersingulière de 
4- Pe est la seule place dans Oe divisant {p{T)). 

Démonstration. L'équivalence entre les points 1 et 2 suit du fait que si F 
est le nombre de Weil de rang d associé à ¥qs , alors F" est le nombre de Weil 
associé à ¥qo,a . On se place donc dans la classe d'isogénie associé au nouveau 
nombre de Weil. Le point 2 du Théorème 11 implique en effet que = 
m}pa. Sachant (voir [Gossj . Lemma 4.12.7) que à\mk{F"){.End^^a^{^'"p) ®a 
k) = t^ et donc que àmik{,Endv^as{^^^) ®a k) = t^n = dt {d = nt pour 
le point 3 du Théorème 10), il s'ensuit que le point 1 équivaut à dire que 
d = t, donc que k^F"") = k. 

Supposons le point 2 vérifié. On a donc F" = a G A pour a G N \ {0} 
opportun. Mais (F")nA = ((F)nA)° comme F" G A. Donc, F" = p(T)"^. 
Par conséquent : 

$"''[p(T)] C $"-[p(T)°^] =0; 

ce qui veut dire que p(T) est premier à réduction supersingulière de $. Si, 
par contre, on suppose le point 3 vérifié, ^'"p{p(T)) = cF^ pour c G F*^ et 
a G N \ {0} opportun. Donc : 

$^p(p(T)9-i) = 
ce qui implique le point 2. 

L'équivalence entre les points 3 et 4 peut être montrée de cette façon : p{T) 
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est premier à réduction supersingulière de $ si et seulement si Tp{^'"p) = ; 
mais : 

Tp($^'') = ^ T^Ei^""^) = ^We\p{T) dans E/k. 
Mais la seule place dans Oe divisant F est Pe, et on a que : 

yp,($^) = 0; 

alors que : 

K,($-p) ~ Et ^ Pi,, ooiî dans E/A;; 

pour le point 2 du Théorème 10. S'il y avait donc une place we 7^ PEjians 
E/k telle que we\p(T) (qui sera donc ^ ooe parce-que p 7^ 00), Vu,g($^p) 7^ 
0, ce qui implique alors que T^^ 7^ 0, en contradiction avec l'hypothèse 
de réduction supersingulière en p{T) de □ 

La méthode par laquelle on va estimer la cardinalité de l'ensemble des 
premiers de A à réduction supersingulière de $ en fonction de leur degré en 
T est le Théorème effectif de la Densité de Chebotarev, relatif aux 
corps de fonctions (voir |FJ] . Proposition 6.4.8) : 

Théorème 13. Soit L/K une extension finie et de Galois d'un corps de 
fonctions K sur Fg. Soit Fg^ la clôture algébrique de Fg dans L. Soit fi := 
[L : K¥g,], avecri= [KWg, : K]. Soitr^^K) := {p{T) G 5pec C^, degr(p(T)) 
A^}, où Ok est l'anneau des k— entiers de K et la valuation induite sur K 
par celle 1/T—adique qu'on a sur k est supposée être normalisée. De façon 
analogue on définit Ol dans L. Soit donc P G Spec Ol tel que P\p{T). A un 
nombre fini d'éléments près on peut supposer que tout l G Pn{K) soit non 
ramifié dans Ol. La réduction modulo p{T) induit alors l'isomorphisme : 

D{P\p{T)) ~ G{Lp/Kp) ~ Z/f,Z a, >; 

où fp indique le degré d'inertie de p{T) dans Ol. On indique par : 

la classe de conjugaison du générateur ap de D{P\p(T)) dans G{L/K). Soit 
^ une classe de conjugaison dans G{L/K). On définit, alors : 

Gm{L/K,^) := {p{T) G Pn{K), = 

Soit, donc, a E N tel que : 

pour tout 0" G 
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1. SiN^a {ri), alors C^{LlK,'^) = 0. 

2. SiN = a [ri), alors \Cn{L/K, ^)\ ^n^+oo 

On voudrait utiliser ce Théorème pour calculer le nombre de premiers 
p(T) e S{A) de degré degy(p(T)) en T fixé, à réduction supersingulière 
de en les mettant en relation, suite au critère qu'on a donné avec le 
Théorème 12, avec ceux qui, dans une extension finie et de Galois de K 
contenant se décomposent dans une seule place. Donc, tels que leur Up 
correspondant induit une classe de conjugaison triviale dans cette extension. 

Tout ça n'est cependant pas utilisable d'une façon directe. En effet, à chaque 
p{T) e S{A) correspond non seulement un nombre de Weil F — Fp (et, donc, 
une extension E = Ep/k dans D), mais en effet toute l'algèbre ambiante 
D = Dp dans laquelle on voudrait faire les calculs. Mais, comme on l'a 
déjà remarqué, fixé $, pour chaque p(T) e S (A), l'algèbre Dp associée est 
complètement différente des autres (par exemple, comme on disait avant, 
l'extension Ep/k dans Dp peut même avoir un degré différent en fonction 
de p{T)). On ne dispose donc pas d'un L '"global"' contenant k ainsi que 
tous les premiers p{T) e S {A). 

On notera à partir d'ici, étant choisi un premier p(T) G S{A) de bonne 
réduction de^, F — Fple nombre de Weil associé à ^^p, E — Ep — k{Fp) et 
D = Dp = Endf^^{^'"p) (^A k pour bien souligner que chacun de ces objets 
est dépendant du choix de p{T). 

Avant de commencer nous rappelons une propriété d'Algèbre Commuta- 
tive. 

Proposition 6. Soit B/A extension entière finie avec B domaine d'intégrité. 
Alors : 

K ^B®Ak <S=^ K = Frac{B). 

Démonstration. Dans les deux cas B est un A— ordre dans i^, puisque B/A 
est une extension entière finie. Elle contient donc une A;— base de K. L'ho- 
momorphisme (injectif comme B est domaine d'intégrité) d'algèbres : 

B®Ak^ Frac{B) 

b <S>A X !->■ bx; 

induit le plongement B «S'a k C Prac(5). L'égalité des A;— dimensions des 
deux /c— espaces vectoriels induit l'égalité B «S'a k =Prac(S). □ 
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Cette propriété nous montre comment Endj^{^) ®a k est en effet un 
corps. L'iiypotlièse d'être un domaine d'intégrité est essentielle : par exemple 
A^, bien qu'extension entière de A, ne respecte pas la propriété : Ç^a k = 
k"^ n'est pas un corps. Endjr{^) est au contraire un domaine d'intégrité de 
façon évidente, étant contenu dans l'algèbre de division J^{t}. Le Lemme 6 
nous montrait seulement un isomorphisme de ^4— modules entre Endjr{^) et 
AP^^\ mais pas un isomorphisme d'anneaux, raison pour laquelle Endj^{^) 
est domaine d'intégrité et A''^*^ ne l'est pas. 

Nous supposons maintenant que : 

J^ = k. 

Dans ce cas nous avons que l'extension finie L :— Endk{^) ®a k/k est nor- 
male : si o" G X{L/k) (ensemble des /c— isomorphismes de L dans L), le plon- 
gement naturel de k dans L induit par $ est tel que si -P(t) G Endk{^), 
pour tout a G ^ on aura que a{^aP{T)) = cr(P(r)$a) = a{P{T))^a = 
$a(T(P(T)), ce qui montre la propriété voulue. L'extension L/k n'est tou- 
tefois a priori pas toujours scparablc. On notera cependant qu'elle peut se 
décomposer sous la forme L/k'/k, où L/k' est séparabic et k' /k purement 
inséparable. L'extension k' /k est normale et a la propriété que k' =Frac(74'), 
avec A' — Fg[T^/^], e indice de ramification de l'extension, degré de k' sur 
k et puissance de p(T'), ce qui induit une bijection : 

S{A) M S{A)' 

p{T) M p{Ty/\ 

Au nombre fini près des premiers de A qui se ramifient dans L, le critère du 
Théorème 12 nous permet alors d'identifier les premiers à réduction super- 
singulière de $ (ceux qui gardent toujours un seul premier les divisant dans 
l'extension L/Ep/k) avec les premiers totalement inertes dans l'extension 
L/k'. Sans perte de généralité on supposera donc l'extension L/k séparable 
et donc de Galois. Dans la formule finale qu'on obtient avec le Théorème 13 
on aura [L : k'] au lieu de d. S'agissant toutefois d'une différence qui ne fait 
qu'améliorer les estimations cherchées on peut également oublier ce passage 
sans rien perdre. 

Nous remarquons que dans le cas où D est tel que l'extension L/k est ré- 
gulière, donc que = 1, on a que D est RVi(r, ci)*, ce qui est exactement 
la condition RV(r, ci)*. 

Théorème 14. Si un module de Drinfeld (D, ^) à caractéristique et co- 
efficients dans k a un rang d qui est 1 ou un nombre premier et est de type 
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CM, alors il est de type RVt^(1, l/2d)*, oùr] eN \ {0} est tel que ¥qv est la 
clôture algébrique de ¥q dans Endk{^) ®yi k. 

Démonstration. Nous remarquons tout d'abord que, comme le corps des 
coefficients du module de Drinfeld D est k le point 2 de la définition de la 
propriété RV (voir page 4) est immédiatement respecté. On sait que tout 
corps maximal dans Dp, pour tout p(T) e S {A), contient toujours Ep (nous 
rappelons que, pour [Goss], Theorem 4.12.7, Dp est centrale sur Ep), et qu'il 
a degré d sur k. L'extension de Galois de k : 

Endki^) k; 

a un degré d par l'hypothèse CM et coïncidera par conséquent, en la plon- 
geant dans Dp à travers ^""p, avec un corps maximal de Dp (si ce n'était 
pas le cas elle serait contenue strictement dans un corps maximal, qui de- 
vrait donc avoir dimension sur k supérieure à d, en contradiction avec le 
Théorème 10, point 3). quelque soit p{T) G S (A) cette extension contien- 
dra alors toujours Ep. Ce qui veut dire que Fp e Endk{^), à isogénie près, 
pour tout p{T) G S{A). En effet, Endk{^) est un ordre dans Endki^) ®a k 
et, par le Lemme 7, $ est isogène à un module de Drinfeld de type CM 
par rapport à l'anneau des entiers O dans Endk{^) ®a k. Comme Fp G O, 
on voit, à isogénie près, Fp comme un élément dans Endk{^). L'algèbre de 
division A{Fp} ®a k, qu'on obtient en plongeant Fp dans ^{t} par $, est 
donc encore un corps Ep = k{Fp), contenu dans Endk{^) ®a k, qu'on iden- 
tifie à travers l'isomorphisme induit par (^^v avec l'ancien Ep contenu dans 
Endv^si,^^^) ®A k et précédemment décrit. 

On applique donc le Théorème 13 au cas oii L = Endk{^) ®a k et K = k, 
sachant que les premiers à réduction supersingulière de $ contiendrons, au 
nombre fini des premiers ramifiés près, ceux qui sont totalement inertes dans 
l'extension de Galois Endk{^) ®a k de k. Les premiers respectants une telle 
propriété sont exactement ceux dont le groupe de décomposition (cyclique 
suite à la condition de ces premiers de ne pas se ramifier dans L), est en 
effet G{L/k), dont on convient d'appeler a son générateur0; autrement 

dit, ils sont exactement les p(T) G S{A) tels que = {o"}, soit, tels que 

dp = a. Comme K = k, on est, suivant les mêmes notations du Théorème 

14. Comme G{L/k) a d éléments et qu'on suppose d premier ou égal à 1, il respecte la 
condition de cyclicité admettant ainsi l'existence effective des premiers totalement inertes 
dans L/k, qui ne seront donc pas un ensemble vide, justement comme conséquence du 
Théorème 13. 
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13, dans cette situation 



k = ¥, (T) ^— F,. (T) ^ L ^ F,. (T^/'^) ; 

avec L/k extension finie et de Galois cyclique de degré d = rjfi, ce qui 
implique G{L/¥qv{T)) ^ Z/fiZ. La cyclicité des extensions implique alors 
nécessairement que la restriction à ¥qv du générateur a du groupe cyclique 
G {L/k) ~ Z/dZ soit générateur du sous-groupe cyclique G{L/¥qv{T)) ~ 
Zj \xZ. L'indice a tel que resp^^^r" =resF_^^cr est alors toujours 1 (dans le cas 
oii ?7 = 1 c'est plus naturel de dire que a = 0, mais comme tout nombre 
naturel est en même temps congru à et à 1 modulo 1, ça ne fait aucune 
différence de choisir a = 1 toujours). Si Lj^q est une extension régulière, ce 
qui veut dire que = 1, la condition 2 du Théorème 13 est en effet la seule 
à être respectée par tout G N. Par conséquent : 

N 

L ^ F,(TV'^) =^ \C^{L/k, {a})\ 

Si par contre r/ > 1 on aura que : 

N^l (ry)^C^(L/A;,M) = 0; 

iV = 1 (r/) ^ \CN{L/k, {a})\ 

Le nombre des éléments p(T) G S {A) totalement inertes dans Ol et de 
degré N est alors celui de tels éléments p{T) tels que = 1 {jf). Pour des 
tels nous obtenons alors que : 

|C^(L/fc,M)| > 



2Nd' 

pour tout > A^($) tel que A^ = 1 mod (r^), oii A^($) est un nombre 
naturel assez grand. 

□ 

Pour comparer avec les énoncés du type Lang-trotter qu'on trouve dans 
C. David ( |Davj ). nous donnons maintenant un énoncé oii on compte tous 
les premiers à réduction supersingulière de degré inférieur à un paramètre 
donné. Nous rappelons d'abord la propriété suivante. 

Soit {t/î}igN\{o} une suite de nombres réels > 0. Soit iî > 1 un nombre 
réel. Il est alors possible de montrer que, pour tout n G N \ {0} : 
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Le Théorème 14 nous dit qu'il existe un nombre N{^) e N\{0} (qui dépend 
du choix de $) assez grand afin que pour tout A'^ G N tel que > N{^) et 
= 1 mod(77), on ait \CN(L/k, {ap})\ > En appelant N = N(^)+nr] : 



iV(*)+(i-l)r, 



on remarquera que : 



En appelant donc R:= on aura que : 



N N-iiri ^ jv 

J2\QiL/k,{a,})\ >Y.U^- -hlh- 



Corollaire 4. Nous nous plaçons à nouveau sous les mêmes hypothèses du 
Théorème 14- Le nombre des premiers p{T) G S (A) à réduction supersin- 
gulière pour le module de Drinfeld D = (Ga, de rang d et tel qu'il est sup- 
posé dans le Théorème 14, de degré degrp(p{T)) < N, pour tout N > N{^), 
où N{^) est toujours celui qu'on décrit dans la Définition 4, est au moins 
q^/2dN. 

Démonstration. On considère toujours l'extension de Galois L/k, de degré 
d, où L = Endk{^) k- Le nombre des cléments p{T) G S (A) tels que 
degrp{p{T)) < N, totalement inertes dans O^, est, suite à (1.63) : 

N n r) N 

J2\Ci{L/k,{a})\ >J2\CNm+ir,{L/k,{a})\ > ^^^—^1^' 

pour tout G N tel que A^ > A^($) et A^ = A^($) mod(77), où N{^) est 
un nombre naturel assez grand (et congru à 1 modulo rj) afin que pour tout 
M > A^($) l'ensemble CM^L/k, {a}) respecte la condition 2 du Théorème 
13, et n:^{N - N{^))/ri. L'inégalité : 

n N N 

q' q ^ q 



q^i-lN/j- Nd' 
nous donne alors l'énoncé. 



□ 
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